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Prologo

Maestras y Maestros de Nuevo Ledn

La serie “Aprender a ensefiar . . .”” que ahora ponemos en sus manos es resultado del
esfuerzo compartido entre el Proyecto Centro de Altos Estudios e Investigacion Pedagdgica
y un grupo de docentes e investigadores en el quehacer educativo, cuya experiencia
gueremos compartir con las maestras y maestros de educacion primaria.

El interés que nos anima es ofrecer a los docentes de Nuevo Ledn, distintas aproximaciones
tedricas, metodoldgicas y didacticas sobre las Asignaturas que componen el Plan y los
Programas de estudio de la educacion primaria.

Los textos que se presentan son la expresion de un grupo de estudiosos, - docentes y
autores de libros y materiales dirigidos a maestros -, preocupados por el trabajo cotidiano
en el aula e interesados en proponer formas y estrategias para que los alumnos y las
alumnas aprendan mejor y de forma significativa.

La serie “Aprender a ensefiar . . .”” no tiene como finalidad ser un sustituto de los
materiales con los que cuenta el maestro, por el contrario, busca propiciar que a partir de la
lectura de los diferentes puntos de vista de los autores, y — de ser posible — de la reflexion
colectiva sobre ellos, el docente encuentre nuevas maneras de abordar algunos temas o la
posibilidad de enriquecer sus estrategias para el desarrollo de los procesos de ensefianza —
aprendizaje.

Quienes nos encontramos en las aulas, 0 hemos estado en ellas, sabemos de las dificultades
que se viven todos los dias para lograr que los alumnos alcancen los objetivos de
aprendizaje propuestos, por ello, estamos convencidos de que requerimos de contar con
elementos tedricos, metodolégicos y practicos, que nos lleven a procesos de autoformacion,
de andlisis y discusion, de reflexion y cambio con vistas a lograr una educacion bésica de
calidad y a la altura de los requerimientos actuales que la sociedad ha depositado en la
escuela.

Los textos que integran la serie “Aprender a ensefiar . . .”” habran cumplido sus propdsitos
no sélo cuando sean revisados de manera personal y comentados con los colegas, sino
principalmente cuando lleguen a formar parte de la experiencia, pues ésta consiste no sélo
en el nimero de cosas que se han visto o vivido, sino en el nimero de cosas que se han
reflexionado y puesto en practica.

Maestros y Maestras de Nuevo Leon, es a partir de esta perspectiva que los invitamos a leer

los libros de la serie “Aprender a ensefiar . . .” .

Ismael Vidales Delgado y Adela Guerrero Reyes
Coordinadores de la serie



Presentacion

El libro “Aprender a ensefiar Matematicas™ relne las aportaciones de los siguientes cinco
autores.

= "Acasi 13 afios . . . y sigue la mata matica dando!" (Algunas reflexiones en torno a la
ensefianza de la aritmética), de Adela Guerrero Reyes, hace un recorrido tedrico y
metodologico en torno al proceso de ensefianza — aprendizaje de los numeros, sus
relaciones y sus operaciones. A partir de ejemplos tomados de clases reales, la autora
analiza en qué medida las concepciones docentes pueden apartarse del enfoque vigente,
incorporando sugerencias y recomendaciones practicas para el trabajo en el aula.

= Los problemas, recurso metodoldgico en el que los nameros y sus relaciones
encuentran significado, desarrollado por Irma Fuenlabrada Veldzquez, centra su
atencion en el analisis de dos enfoques aparentemente excluyentes: los problemas como
punto de partida a través del cual el conocimiento matematico encuentra significado
(vigente) y, el de ensefiar “por competencias” (surgido recientemente), aportando
elementos para la reflexion del docente en la perspectiva de que ambos estan
implicados en el proceso de aprendizaje.

= El enfoque de resolucion de problemas y la resolucion de los problemas del Enfoque,
escrito por Silvia Garcia Pefia, aporta elementos para el andlisis de los obstaculos y
dificultades que enfrentan los docentes para trabajar con el enfoque de resolucion de
problemas en las clases de matematicas. A partir de situaciones concretas, la autora
identifica aquellas concepciones de los docentes que no han permitido modificar la
practica cotidiana, formulado recomendaciones y propuestas para el cambio.

= Ensefiar a resolver problemas aritméticos con ayuda de representaciones, de Fortino
Escarefio Soberanes. A partir de preguntarse cual es el papel de la resolucion de
problemas en el salon de clase y con qué estrategias didacticas debe trabajar el docente
para lograrlo, el autor propone el uso sistematico de diversas representaciones que
permitan al alumno a entender los problemas que se trabajan en el aula. Se parte de la
premisa de que es mas adecuado destinar mas tiempo a trabajar pocos problemas, desde
diversas perspectivas, que resolver muchos usando una misma estrategia.

= Los nameros figurados, de José Luis Cordova Frunz, es un texto que desde una
perspectiva tedrico — matematica, ofrece elementos para el conocimiento de los
numeros, que si bien no se encuentran explicitamente planteados en el Plan y
Programas de estudio vigente, tienen un gran potencial didactico para hacer mas
provechoso y placentero el aprendizaje de la asignatura.

Maestro y Maestra de Nuevo Leon
Los invitamos a iniciar la aventura de leer este texto, confiamos en que el viaje despierte en

usted nuevas inquietudes e interrogantes que lo lleven a nuevas blasquedas y a mejores
practicas.



A casi 13 afios . . . y sigue la mata matica dando!
(Algunas reflexiones en torno a la ensefianza de la aritmética)

Adela Guerrero Reyes

Antes de abordar el tema que nos ocupa, relacionado con los procesos de ensefianza —
aprendizaje de las Matematicas, en tanto asignatura del curriculo formal de la educacion
primaria, es conveniente advertir al posible lector acerca de que lo encontrara en el texto.

Estamos cumpliendo 13 afios de trabajo con una propuesta curricular, que transformé de
manera profunda nuestro hacer didactico, que trastocd usos y costumbres y que nos planted
nuevos retos: una Reforma Integral de la educacion basica, en particular de la educacion
primaria.

Podriamos pensar que después de tantos afios, los docentes ya entendimos y aplicamos
cabalmente los postulados esenciales de semejante cambio y que vamos con paso firme,
logrando aprendizajes de calidad en nuestros alumnos.

Esa conviccion que bien puede estar en el animo de todos y cada uno de nosotros, se ve
perturbada por los informes y reportes que en torno a la calidad de la educacion,
encontramos de manera cotidiana.

En particular, para la asignatura de Matemaéticas, observamos que las mediciones de la
calidad e impacto de los aprendizajes logrados en nuestros alumnos no responden
satisfactoriamente a estdndares nacionales e internacionales.

Ante ello, los docentes nos planteamos un sin fin de interrogantes.

No es intencidn de este trabajo resolverlas, sino méas bien analizar algunas de ellas y desde
la perspectiva de quien escribe, identificar algunos aspectos relevantes y apuntar algunas
recomendaciones para que los docentes, después de reflexionarlas y, - de ser posible
comentarlas con sus colegas, - puedan tomar las decisiones que consideren convenientes
para enriquecer su trabajo didactico.

El proposito de este articulo es dejar planteadas interrogantes que muevan a la reflexion y a
la busqueda de alternativas, mas que ofrecer respuestas.

Hecha esta aclaracion, usted lector, decide si continua . . .

Las Matematicas en la educacion basica: suna asignatura o algo mas?

La educacion basica en tanto derecho de los mexicanos y obligacion del Estado, es la
propuesta educativa que de manera intencional contribuye a la formacion integral de las
nuevas generaciones.



En este sentido, la educacion basica aspira a satisfacer las necesidades fundamentales de
aprendizaje de los nifios y las nifias, con el proposito de brindar aquellos elementos
formativos que les permitiran vivir en sociedad y desarrollar habilidades para el aprendizaje
permanente.

La educacién primaria, es un tramo de esta educacion basica, por lo que sus componentes
curriculares deben contribuir a dichos propésitos formativos.

En el curriculo de la educacion basica, las Matematicas tienen un espacio relevante, con
propositos y contenidos definidos, articulados y organizados institucionalmente.

Las Matematicas como espacio curricular, en tanto asignatura de la educacion primaria,
juegan un papel fundamental en la formacion integral de los nifios y las nifias.

Esto, que si bien es ampliamente asumido por el docente, lleva a una serie de reflexiones al
momento de planear nuestras acciones didacticas concretas para el trabajo con la asignatura
de Matematicas y que tienen que ver, entre otras con:

= ;Cuales son los propdsitos fundamentales de la asignatura?
= ;Qué es lo que deben aprender los alumnos?

= ;Como organizar la ensefianza para que los alumnos construyan aprendizajes
significativos y permanentes?

A lo largo de este texto, se propone que las respuestas a estas a estas interrogantes, deben
trascender el marco de lo inmediato, de los objetivos particulares de la asignatura y grado,
para plantearse en el contexto de una educacion basica de calidad.

De ahi que, nuestra accion didactica deberd guiarse para el logro de competencias,
conocimientos, habilidades, destrezas, actitudes y valores, - entre otros -, necesarios no sélo
para el conocimiento particular de los contenidos de la asignatura de Matematicas, sino
para el desenvolvimiento de los educandos, y para que puedan aprender a lo largo de la
vida.

jLas Matematicas escolares, son mas que una asignatural

Consideraciones preliminares por cuanto al curriculo para el trabajo con la
asignatura de Matematicas.

El Plan y los programas de estudios contienen los lineamientos académicos generales para
los seis grados de la educacion primaria, de manera simple, podriamos decir que ofrecen
elementos para responder a una pregunta fundamental: ;qué queremos que nuestros
alumnos conozcan y sepan hacer cuando terminen la primaria? y, ¢coOmo puede contribuir
cada profesor para lograr esos propésitos?



Estos documentos ofrecen una vision de conjunto acerca de los propoésitos y contenidos del
nivel y de cada grado; sin embargo ¢todos los docentes los interpretan de la misma
manera?. La respuesta es no.

\VVeamos por qué.

Considerando que las Matematicas son un componente fundamental del curriculo de la
educacion basica, resulta fundamental tomar conciencia de que toda accion de ensefianza
conlleva un acto intencional de aprendizaje.

De ahi que se hable de un proceso de ensefianza — aprendizaje cuya naturaleza implica el
como y el para qué se ensefia y se aprende, qué ideas, conceptos y nociones se tienen acerca
del sujeto que aprende y de los contenidos a aprender. Una concepcion de esta naturaleza
implica que el docente asume, explicita o implicitamente, una toma de posicion respecto de
los componentes del proceso ensefianza — aprendizaje.

De ahi que, para la planeacién y desarrollo de sus acciones didacticas, el profesor reformula
y recrea los lineamientos normativos plasmados en los Programas.

Este proceso, lo lleva a tomar una serie de decisiones relacionadas, entre otras cosas con:

= El para qué o propésito intencionado del proceso ensefianza — aprendizaje, esto es:
objetivos y contenidos.

= La metodologia, la organizacion y los recursos didécticos a través de los cuales
abordara los contenidos para el logro de los objetivos.

= La evaluacion; es decir, la manera de hacer evidente al profesor, pero sobre todo a los
alumnos que se logro el propdsito.

Estas decisiones, reflejo de la experiencia personal e institucional, consciente o no, llevan al
docente a proponer secuencias y estrategias didacticas propias.

La manera en que el docente planea y desarrolla sus acciones didacticas en el aula, da
cuenta de sus concepciones y convicciones personales e institucionales en torno a qué es el
conocimiento, qué es lo que se ensefia y aprende en la asignatura y para qué se hace.

Por otra parte, habremos de decir que nuestras busquedas de respuestas han apelado a
diversas estrategias para llevar a cabo el proceso de ensefianza — aprendizaje de nuestros
alumnos, algunas de ellas producto de nuestra experiencia, otras mas, resultado de lecturas
y materiales de apoyo consultados o de cursos de actualizacion.

Echemos una rapida mirada a algunas de ellas y vayamos reflexionando de manera
conjunta, si se parecen en algo a lo que hacemos . . .



Distintas aproximaciones al proceso de ensefianza — aprendizaje de las Matematicas

Un andlisis somero de los materiales curriculares desarrollados en los Gltimos afios y con
las cuales mas de alguno de nosotros hemos trabajado, nos permite identificar distintas
aproximaciones y posturas en torno al proceso de ensefianza — aprendizaje de las
Matematicas.

La intencidn de referirlas ahora, no responde a un interés historico descriptivo. Por el
contrario, se considera necesario comentar brevemente tres de ellas, en virtud de que la
observacion de la practica educativa lleva a pensar que coexisten actualmente, aun a pesar
de que el enfoque vigente es distinto.

iVeamos!

= Se aprende matematicas a través de los ejercicios v la practica

Como su nombre lo indica, esta corriente plantea que el alumno aprende en la medida que
realiza mdaltiples y variadas ejercitaciones de un concepto o de una operacion, en
consecuencia las actividades de ensefianza se centran en la repeticion de lo aprendido.

A manera de ejemplo, para el caso del aritmética (nimeros y operaciones) se plantea que el
nifio deba ser capaz de realizar calculos cada vez mas complejos, en forma rapida y exacta
y asi, una vez que aprenden a utilizar en forma adecuada los procedimientos
convencionales, - algoritmos -, podran resolver problemas.

La postura actual, difiere de este planteamiento, ya que ensefiar y aprender matematicas
implica la comprension de los conceptos y de las relaciones, en el enfoque vigente, el
énfasis se coloca en la construccion de significados y no en la eficiencia de respuestas
automaticas para la solucion de operaciones. Numerosos estudios en el campo educativo
han demostrado que la repeticion no lleva a la comprension.

Habria que analizar nuestra practica.

¢Cuantas veces hemos caido en la tentacion de pedir a los alumnos que hagan “planas”, o
que resuelvan mdaltiples operaciones, como requisito para trabajar los contenidos del
programa?

Lo anterior no implica desdefiar la ejercitacion y la practica, sino mas bien replantearla,
ubicarla en su justa dimension y en el marco del enfoque actual.

Efectivamente se requiere que los alumnos automaticen, a través del aprendizaje, algunos
procedimientos y algoritmos, asimismo también es cierto que la ejercitacion contribuye a
ello; sin embargo, es necesario reconocer que esta ejercitacion debe acompafarse de
significado y que no es prerrequisito para el planteamiento y la solucion de problemas.

Si bien, el manejo de algoritmos es necesario y Util, éstos se construyen a partir de que los
alumnos van descubriendo regularidades en su proceder, en la medida que al buscar



soluciones a situaciones problematicas, formulan hipétesis, echan mano de procedimientos
no convencionales, analizan y discuten estrategias con otros comparieros, las ponen en
juego y evallan sus resultados. Y asi, poco a poco emergen los procedimientos y estrategias
convencionales (algoritmos) como resultado de la propia accion.

¢Ejercicios y préactica? Si, pero con significado e intencion.

= Se aprende iniciando por lo sencillo y cotidiano, aumentando la complejidad hasta
llegar a la formalizacién

Esta corriente, comUnmente conocida como aprendizaje acumulativo a partir de jerarquias y
transferencias, plantea que el aprendizaje de contenidos sencillos facilita y prepara el de
otros semejantes mas complejos; en consecuencia, se proponen estrategias de ensefianza
para transitar de lo sencillo a lo complejo.

El aprendizaje de las matematicas es concebido como relaciones de transferencia
jerarquica.

¢Encontraremos algunos de los planteamientos de esta corriente, en nuestro hacer didactico
cotidiano?

Nuevamente tomemos de ejemplo el aprendizaje de los nUmeros y sus operaciones.

Se identifican y establecen secuencias didacticas detalladas, con un orden creciente de
dificultad en sus contenidos: comparar colecciones de objetos por su cantidad, identificar
“muchos, pocos, igual”, aprender los nUmeros, contar objetos, hacer ejercicios de sumay de
resta con cantidades de una o dos cifras sin reagrupacion, con reagrupacion y, finalmente
resolver problemas.

Al igual que en la corriente anterior, el enfoque actual difiere de este planteamiento, entre
otras cosas porque el aprendizaje no es la acumulacion progresiva de conocimientos o
habilidades; por el contrario, es un proceso constructivo de significados, resultado de
interacciones constantes entre el sujeto que conoce y el mundo o realidad por conocer. En
el que si bien, se avanza progresivamente, no es a partir de fragmentos de realidad, sino de
la puesta en juego de estrategias cada vez mas acabadas, completas, integrales, simbolicas y
abstractas de solucion de los problemas.

Puntualicemos, no se esta en contra del planteamiento general de ir de lo sencillo a lo
complejo, ésta ha sido una practica que ofrece bondades.

Se rechaza la presuncion de que el aprendizaje se logra a partir de integrar de manera
progresiva y acumulativa, fragmentos de realidad, por mas que éstos partan de lo sencillo.

Desde esta perspectiva y considerando que las matematicas son un conocimiento que
permite al alumno el analisis y la solucion de situaciones problemaéticas reales, a través de
la puesta en juego de sus experiencias previas, - concretas y simbolicas -, tanto de la vida
cotidiana como escolar, estaremos de acuerdo en que se requiere avanzar progresivamente



y que para ello es necesario un recorrido paulatino de lo sencillo a lo complejo, siempre y
cuando tengamos presente que este avance no es a partir de fragmentos de realidad o de
partes inconexas de un concepto u operacion.

De acuerdo con el enfoque para la ensefianza del Aritmética, el postulado didactico de ir de
lo “sencillo a lo complejo”, debera plantearse en términos de las situaciones problematicas
mismas, de las relaciones entre los conceptos involucrados y de la puesta en marcha de las
soluciones, favoreciendo en todo momento, el transito de procedimientos y soluciones
espontaneas no convencionales hacia otras de mayor complejidad y abstraccion, hasta
Ilegar a nociones, conceptos y operaciones aritméticas convencionales.

= Se aprende matematicas a través de la ensefianza de sus estructuras.

A diferencia de los planteamientos anteriores, esta corriente enfatiza que la clave para la
ensefianza de los contenidos es la comprension de la estructura matematica de los
contenidos por aprender.

Las estrategias didacticas se centran en la ensefianza de conceptos y reglas atendiendo a la
l6gica del contenido, se desalienta la importancia en las habilidades de calculo,
substituyendo los ejercicios de practica por actividades de comprension tanto de los
conceptos y las operaciones, como de las reglas por las que se pueden manipular y
reorganizar a fin de descubrir nuevos patrones y propiedades.

Es asi que para el proceso de ensefianza, se plantea como indispensable que el docente
cuente con materiales objetivos que permitan a los alumnos trabajar y operar en forma
concreta las propiedades y estructuras de los contenidos.

Algunos ejemplos de aplicaciones de esta corriente se encuentran en: los materiales
Montessori para la ensefianza de los valores posicionales del sistema de numeracion; los
bloques aritméticos multibase de Dienes, las regletas de Cuisenaire y Gattegno; por
mencionar solamente algunos de los que tuvieron mas éxito.

Si bien, no es tan frecuente encontrar a la fecha ejemplos de la aplicacion puntual de esta
corriente 0 de sus materiales, si se observan algunas practicas didacticas relacionadas con
ella.

Tal es el caso de la gran preocupacion del docente por utilizar materiales objetivos y
concretos durante sus clases, sin duda alguna en los primeros ciclos y al inicio de clase.

Es comun en los primeros grados de la educacion primaria, iniciar la clase con el juego
libre, propiciando que los alumnos manipulen libremente los materiales con el propdsito de
descubrir formas y regularidades en ellos. Posteriormente, plantear una etapa de juego con
el material, a fin de que los alumnos estructuren progresiva y sistematicamente sus
experiencias, favorecido esto por las caracteristicas del mismo material y bajo el supuesto
de que a partir de este momento se empieza a trabajar el concepto en estudio.



El ciclo de aprendizaje continua a través de guiar a los alumnos hacia manipulaciones o
juegos cada vez mas controlados de tal suerte que vayan descubriendo por si mismos,
representaciones y simbolos matematicos. Hecho lo cual, se procede a sistematizar y
formalizar el conocimiento.

Nuevamente, estamos ante una concepcion parcial y que difiere del enfoque actual.

Si compartimos el hecho de que el aprendizaje se construye a partir de las acciones y
transformaciones directas y en pensamiento, con y sobre los objetos de conocimiento,
entonces, estaremos de acuerdo en que la palabra “objeto” no hace referencia
exclusivamente a cosas, objetos o materiales concretos que simulen o representen la
realidad. Al hablar de “objetos de conocimiento” es menester referirse también a
representaciones, ideas, conceptos e hipotesis, por mencionar sélo a algunos de ellos.

Teniendo como base el enfoque actual, se reconoce que el material didactico, concreto,
objetivo, manipulable, es de gran apoyo durante el desarrollo de la actividad, ya que
permite a los alumnos desplegar acciones directas y concretas para la verificacion empirica
de regularidades entre los objetos de conocimiento. Sin embargo, estas acciones por si
mismas no pueden ser la Unica fuente de conocimiento ni conducir necesariamente a
representaciones conceptuales o a la construccion de aprendizajes matematicos. Por el
contrario, en mas ocasiones de las que se quisiera, entorpecen el aprendizaje cuando el
maestro abusa de ellos sin un proposito claro, propiciando un activismo irreflexivo
asociado a la manipulacién de los materiales.

De nueva cuenta, se requiere una aclaracion en relacién con las aportaciones de esta
corriente y sus implicaciones en nuestro proceder didactico.

No se desdefia la utilizacion de materiales y recursos objetivos y concretos para el trabajo
didactico con los contenidos, éstos son de gran utilidad para la conduccion de una clase,
méaxime en los primeros grados. La condicion necesaria que se impone es que su seleccion
y uso estén supeditados a los propdsitos del aprendizaje, que el momento en que se trabajen
y las acciones que se hagan con ellos, propicien encuentros significativos para la
construccion de los conocimientos implicados. Los materiales por si mismos no irradian
conocimientos, éstos se elaboran a partir de las acciones que los sujetos hacen con y sobre
ellos.

El breve recorrido que hemos realizado por estas tres aproximaciones al proceso de
ensefianza — aprendizaje, plantean una vez mas, la necesidad de que el maestro analice de
forma individual y en colectivo su préctica educativa, con la intencion de asumir de manera
explicita una postura docente, que no solo ponga de manifiesto las ideas, conceptos,
creencias y nociones que tiene en torno cdmo se realiza el proceso de aprendizaje en sus
alumnos, sino que le permitan responder a las interrogantes que los docentes nos hacemos
al momento de planear nuestras clases.

Acciones de esta naturaleza contribuiran no sélo a la creacion de un ambiente favorecedor
del aprendizaje de nuestros alumnos, sino también al establecimiento de estrategias de
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autoformacion docente, al clarificarnos a nosotros mismos y con el concurso de los otros,
las diversas lecturas e interpretaciones del Plan y los Programas de estudio de la asignatura.

jLector, lo invito a seguir leyendo para que juntos intentemos aterrizar en el salon de
clases!

El Plan de estudios y los programas de matematicas

Por razones atribuibles a la extension del articulo, a partir de este momento nos limitaremos
a comentar de forma particular, lo relativo al eje “Los numeros, sus relaciones y sus
operaciones™, lo que no significa que se deban trabajar los ejes del programa en forma
aislada.

Desde la implantacién del Plan y los Programas de estudio, hemos escuchado de manera
reiterada que para el caso de las Matematicas, el cambio fundamental consistia en la forma
de abordar el proceso de ensefianza — aprendizaje; esto es, el énfasis se puso en el enfoque y
en la metodologia didactica y, de manera colateral, en la seleccion y redistribucion de los
contenidos pertinentes y relevantes.

Dentro de los propdsitos basicos que se plantean a partir del trabajo con los contenidos
relacionados con este eje del programa, destaca el desarrollo de la capacidad para
reconocer, plantear y resolver problemas, anticipar, estimar y verificar resultados,
sistematizar procedimientos y estrategias, y comunicar e interpretar informacién
matematica.

Como se observa, el enfoque propuesto para la ensefianza tom6 como elemento central,
lograr que los alumnos encontraran significado y funcionalidad al conocimiento aritmético,
para, en Ultima instancia, hacer de él un instrumento que les permitiera reconocer, plantear
y resolver problemas en diversos contextos de su vida.

Podriamos decir, sin temor a equivocarnos, que dicho planteamiento, fue asumido con
entusiasmo por los docentes; sin embargo, lejos estabamos en ese momento de valorar las
implicaciones de tal transformacion en el enfoque.

El cambio planteado iba méas alla, que el simple hecho de reubicar el trabajo, que ya se
venia haciendo, con la resolucién de problemas. Exigia una reformulacién de nuestras
concepciones y saberes en torno a las formas de ensefiar y de aprender.

jAnalicemos algunas cuestiones!

De diferentes maneras y a través de diversos materiales, la propuesta curricular reitera, que
para el trabajo con la asignatura, el docente debera tener presentes, entre otros, los
siguientes planteamientos basicos y que caracterizan el Enfoque para la conduccion del
proceso de ensefianza — aprendizaje:

a) Las matematicas, en tanto producto del quehacer humano, parten de la necesidad de
resolver problemas concretos.

11



b)

Las matematicas, como contenido de aprendizaje en la educacion primaria, permitiran
que los alumnos planteen y resuelvan situaciones problematicas.

Los alumnos aprenden construyendo a partir de saberes previos.
El aprendizaje se favorece al interactuar con otros.

El docente debe propiciar, favorecer y proponer situaciones de aprendizaje
significativas.

Nuevamente, podriamos afirmar que al cabo de estos afios de aplicacion del curriculo de la
asignatura de Matematicas, los docentes hemos asumido estos planteamientos, mas adn
estariamos de acuerdo en que seria dificil encontrar a alguien que los contradiga; sin
embargo, cuando planeamos nuestras clases y diseflamos nuestras estrategias didacticas,
muchas veces nos hemos preguntado como traducirlos en lo préactico y cotidiano.

Bajo esta perspectiva y teniendo como marco el Plan y los Programas de estudio vigentes
de Matematicas, a continuacion se mencionan algunas consideraciones que habria que tener
presentes.

Por cuanto al conocimiento matematico:

Es un proceso constructivo que se inicia de manera muy precoz, a través de una gran
variedad de intercambios, de acciones y de transformaciones que el sujeto (alumno)
realiza con los objetos del entorno.

Este conocimiento evoluciona a partir de la propia actividad del sujeto, encaminada a la
busqueda, exploracién y verificacion de significados en torno a los objetos de
conocimiento.

El conocimiento implica no s6lo actuar con y sobre los objetos, sino comprenderlos,
representarlos (“internamente”) y formar ideas, conceptos, nociones, relaciones, etc.

El conocimiento apela tanto a las representaciones de los objetos, como a la
interiorizacion de las acciones aplicadas, ejercidas o realizadas sobre ellos.

Por cuanto al aprendizaje de las matematicas:

El aprendizaje se construye solo si lo que se aprende resulta significativo para el sujeto.

Cuando el sujeto se enfrenta a un objeto de conocimiento o experiencia nuevos, “echa
mano” de conocimientos y experiencias previas.

El aprendizaje escolar es una forma particular de conocimiento construido por medio de

un proceso amplio de elaboracion, recreacion y reconstruccién por parte del sujeto,
consecuencia de sus interacciones con objetos de conocimiento.
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En este proceso, el sujeto realiza acciones y transformaciones directas con y sobre los
objetos, pero también sobre las representaciones internas que se ha formado de ellos y
de las relaciones y operaciones que entre ellos se han ido elaborando paulatinamente.

La actividad del sujeto que aprende es un factor importante, sin embargo no es
suficiente, lo esencial reside en la naturaleza de la actividad; esto es, en qué medida la
actividad desplegada por el sujeto es necesaria para contrarrestar el desequilibrio
cognitivo que provoca enfrentar una situacion parcialmente conocida. La actividad,
entonces, propicia un aprendizaje significativo y no solo un activismo.

Por cuanto a la enseflanza de las matematicas:

Los contenidos de la asignatura son objetos de aprendizaje, lo esencial no es ensefiarlos,
sino como propiciar que el sujeto los haga suyos, que los aprenda.

El docente no impone o transmite conocimientos, sino que propicia, sugiere y propone
situaciones problematicas.

El contenido no es un conjunto “cosificado” de conocimientos, susceptibles de
ensefarse; por el contrario, es un sistema de informaciones, relaciones, conceptos, y
operaciones, que se elaboran y construyen gradualmente.

El aprendizaje, y en consecuencia el proceso que lo promueva, requiere de la
manipulacion directa, concreta y en pensamiento de los objetos de conocimiento y no
solo de objetos de la realidad.

El aprendizaje es un proceso continuo y gradual, por ende, las estrategias didacticas
empleadas, deben propiciar oportunidades constantes para volver hacia atras y retomar
logros pasados.

El Enfoque para el trabajo de la asignatura, plasmado en el Plan y los Programas de estudio,
incorpora estos planteamientos, cuando establece, entre otras cuestiones, que:

El punto de partida y elemento central de las secuencias didacticas, habra de ser la
actividad de los alumnos frente a situaciones problematicas.

Los aprendizajes seran significativos si emergen de una variedad de problemas reales.

Para la solucién de problemas, los alumnos habran de plantearse hipétesis o ideas y
elaborar estrategias personales (espontaneas y/o formales) para enfrentarlas.

Es importante el dialogo, el intercambio y la confrontacion de dichas estrategias y

procedimientos personales entre los alumnos, a fin de arribar a propuestas colectivas o
grupales.
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= El aprendizaje no es un producto que se logra en una sesion o que concluya en una sola
clase, por el contrario se caracteriza por ser un proceso gradual, que conduce
paulatinamente a representaciones y procedimientos cada vez mas formales.

= Se busca que los alumnos no solo resuelvan problemas, sino que utilicen sus
conocimientos para el analisis, el planteamiento y la solucion de situaciones
problematicas propuestas por ellos mismos, como resultado de sus interacciones con el
medio que los rodea.

Podriamos seguir enumerando muchos mas elementos a considerar y que se encuentran en
la gran variedad de materiales complementarios y de apoyo que han sido elaborados.

Por ello, a estas alturas del texto, muy probablemente usted lector, pensara que lo dicho
hasta el momento le resulta conocido, pues en mas de una ocasion lo ha escuchado, sea en
sesiones del Consejo Técnico de su escuela o en los cursos de actualizacion que ha tomado
anteriormente.

i'Y tendra usted razén!

Como bien advertiamos al inicio de este texto, es intencidn de la autora, traer a la mesa
elementos de reflexion y analisis, mas que ofrecer respuestas.

Por ello, le propongo ahora que jEchemos una mirada al salon de clases! Y veamos qué es
lo que ahi sucede. . .

Tomemos a manera de ejemplo una clase de 2° grado de educacién primaria, con un tema
ubicado en el eje “Los nimeros, sus relaciones y sus operaciones”.

Contenidos:

= Diferentes representaciones de una misma cantidad a través de sumas.
= Analisis de la informacion que contiene una ilustracion, para resolver y plantear
problemas de suma con sumandos iguales y de resta.

Tomado de: Avance Programatico. Segundo grado. (1997). Pag. 14

En esta ocasion, el Maestro se propone trabajar con la leccion # 8 del Libro de Texto de los
alumnos.
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Leccion del Libro de Texto: La feria del pueblo

=

¢ EliayRenétienen 15 pesos
entre los dos para gastaren laferia.
¢ En que pueden gastar sudinero?

» Pacoquiere comprarunelote, subirdos
veces alaruedadelafortunay jugar
tres veces a reventar globos.
¢Cudntovaagastar?

e Inventa otros problemas que se puedan
resolver con los datos del dibujo.
Escribelos y resuélvelos en tu cuaderno.

@ Conelgrupoytumaestro, comenten los
problemas que inventaron.

LECCION 8

Tomado de: Matematicas. Segundo grado. Leccion 8. (1977). Pag. 17
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jObservemos lo que ahi sucede!

Descripcion resumida de la clase:

Maestro: El dia de hoy, vamos a jugar a que vamos a la feria del pueblo y que estando ahi,
gueremos comprar algunas cosas que se nos antojan. A cada uno de ustedes le voy a repartir
20 papelitos, como si fuera dinero. Cada papelito es un peso.

Saquen su libro de Matematicas y abranlo en la pagina 17. Fijense bien en la ilustracion.
(Preguntas a los alumnos sobre el contenido de la ilustracion, destacando los letreros con precios)
(Preguntas dirigidas a alumnos individuales)

Maestro: Si quieres comprar un globo, dar una vuelta en los caballitos y otra en la rueda de
la fortuna, cuanto gastarias?

Alumnol: A ver ... ¢hay que sumar, verdad? .. .4 + 5+ 3. .. (contando con dedos) 12!
Maestro: Muy bien, pero vamos a intentar llegar al resultado sin usar los dedos, haganlo
mentalmente. (resto del grupo, jugando con los papelitos)

A ver, hagamos otro ejercicio. Quieres comprar un algodén, un globo, subirte a la rueda de la
fortuna y tirar al blanco. ¢cuénto dinero gastarias?. Los demés haganlo en su cuaderno.
Alumno2: jAh, ya sé, también es de suma!, a ver . . . algodén 2 pesos, mas globo 4, mas 5
rueda de la fortuna, . . . ;qué mas? . . .

Maestro: Acuérdate, te falta tirar al blanco.

Alumno2: Ahsi, . . . tirar al blanco, 4 pesos . . . ¢cuanto llevaba?

Maestro: A ver, ya habias dicho 2 + 4 + 5 ..., mas los 4 que te faltaban . . ., simalo todo
junto, ¢cuanto es?

Alumno2: (Anota los nimeros en su cuaderno y realiza lasuma) 6, 11, 15 . . . gast6 15.

(De igual forma, y con otros alumnos, se realizan tres ejercicios adicionales, el resto del grupo va
anotando en sus cuadernos)

Maestro: Bueno, ya entendieron de lo que se trata el juego. Ahora si, por equipos de cuatro
vamos a resolver el ejercicio del libro.

Alumnos: (Se retinen en equipos)

Maestro: (Dirige la lectura en voz alta, dando un tiempo para que los equipos anoten el resultado, en
caso necesario, corrige con ayuda de algun nifio, los errores que se presenten)

Alumnos: (Algunos de ellos siguen al Maestro, otros conversan o juegan con los papelitos, todos
anotan las respuestas)

Maestro: Como veo que quieren seguir jugando, por equipos, inventen dos problemas y
escribanlos en sus cuadernos.

(El Maestro recorre el salon, si algin equipo lo requiere vuelve a explicar la tarea y ayuda en su
solucién)

Maestro: Ya acabamos. Guarden su libro.

¢ Qué paso?

¢Se parece en algo a lo que hacemos en clase?
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Teniendo como referencia lo dicho en torno a lo que implica aprender y ensefiar
Matematicas, analicemos juntos algunas cosas que ahi suceden.

= De alguna manera, el maestro toma en consideracion que el conocimiento se construye
y evoluciona a partir de las acciones que pueden realizar los alumnos con los objetos
del entorno; sin embargo, no hay un trabajo explicito de rescate de los conocimientos
anteriores, la actividad emerge no sélo a solicitud del maestro, sino ademas él impone
una forma de representacion simbdlica, al indicar que los “papelitos son un peso™.

= Si bien la actividad puede resultar atractiva e interesante para los alumnos,
inmediatamente se plantea en términos escolares: “saquen su libro”. En consecuencia,
el contenido a aprender no necesariamente resulta significativo, en el mejor de los
casos, la actividad por si misma resulta atractiva para algunos alumnos individualmente.
Sin embargo, planteada en esos términos, se corre el riesgo de caer un “activismo” sin
sentido, pues algunos alumnos buscan dar respuesta a la pregunta del maestro, en tanto
que otros, juegan con los “papelitos™.

= No se reconocen como punto de partida, los procedimientos y estrategias no
convencionales de los alumnos (contar con los dedos) producto de experiencias previas,
para avanzar paulatinamente hacia niveles de mayor complejidad y abstraccion.

= La preocupacién del docente se centra en ensefiar el contenido, de ahi que se esfuerce
en explicar claramente lo que se tiene que hacer, involucrando al resto del grupo (los
demas haganlo en su cuaderno), en lugar de plantear una situacion problematica lo
suficientemente interesante que “atrape” el interés de los alumnos y que los mueva a su
solucion.

= Los alumnos intuyen rapidamente que se trata de ““sumar”, por lo que su preocupacion
es aplicar el algoritmo y no el analisis y representacion de la situacion problematica,
para la busqueda de estrategias de solucion.

= El Maestro reformula lo expresado por el alumno e impone en términos escolares el
procedimiento convencional (ya habias dicho 2+4+5 . . . sumalo todo junto),
preocupado por “ensefiar”, olvida que el aprendizaje requiere de que el alumno, a partir
de sus hipdtesis e ideas, formule y pruebe sus propias estrategias.

= Se ejercita un proceso “sencillo” (sumas directas de dos o tres sumandos, para llegar a
un resultado), para después resolver “problemas” mas complejos como el planteado en
la leccion del libro (Elia y René tienen 15 pesos entre los dos para gastar en la feria. ¢En qué
pueden gastar su dinero? ), desconociendo que entre una y otra situacién problematica,
hay grandes diferencias conceptuales.

= El trabajo en equipo que se realiza, no es mas que una forma “préactica” de organizacion

del grupo, y no una situacién que propicie el didlogo, el intercambio y la confrontacién
de estrategias y procedimientos entre pares alumnos.
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= Finalmente, la clase concluye solicitandole a los alumnos que jinventen problemas!

no obstante que durante la sesion no se haya trabajado al respecto. En ningln
momento se propicia que los alumnos propongan situaciones semejantes, ni siquiera
que se analicen las planteadas por el maestro, con el propésito de identificar:
informacion relevante, datos pertinentes, identificacion del problema a resolver, entre
otros elementos. En el mejor de los casos, los alumnos replicaran los problemas
trabajados y propuestos por el profesor o por el libro, sin que ello implique avanzar en
la elaboracion de aprendizajes significativos para el analisis y solucion de situaciones
problematicas emanadas de la vida real.

Probablemente, usted pensara que la resefia de la clase no lo refleja o que la critica que se
hace es tendenciosa . . . por lo que jesta usted en todo su derecho de contra-argumentar!

Es mas, lo invito no s6lo a comentarlo con sus compafieros, sino a seguir leyendo, a
continuacién retomaremos algunos de los planteamientos que hemos hecho hasta el
momento, con la intencion de aportar mayores elementos para el analisis de su préactica
concreta.

El docente y el proceso de ensefianza — aprendizaje

Iniciaremos este apartado, reiterando que el docente habra de tener presente que el proceso
educativo en general y su hacer didactico en el aula en particular, son actos intencionales.

Lo que implica la toma de decisiones conscientes en torno a sus acciones didacticas, con
miras a dar respuesta a algunas de las preguntas que hemos formulado a lo largo del texto.
A saber: ;cdmo conocen los nifios y las nifias el mundo que los rodea?, ¢;qué deben
aprender los alumnos en la escuela?, ;como propiciar la construccién de aprendizaje
significativos?, ¢cuales son, entonces, los propdsitos del trabajo con esta asignatura?,
¢como organizar la ensefianza?, por mencionar solo algunas de ellas.

Convencidos de que las respuestas habran de encontrarse en la manera en la que el docente
decide, planea y desarrolla su proceso de ensefianza — aprendizaje; es decir, cOmo a través
de una accidén didactica claramente definida, plantea la interaccion sistematica e
intencionada que se da entre el maestro y el alumno para la consecucién de un objetivo de
conocimiento concreto.

i'Y es justamente a este punto al que queremos llegar!

La reflexion y el anélisis de los aspectos tedricos relacionados con la ensefianza de las
Matematicas, deberdn conducir a que el docente cuente con mayores elementos para
realizar su labor; es decir se traduzcan y concreten en mejores clases.

La accion didactica es entonces, la organizacion de las actividades para la interaccion
propiamente dicha entre el sujeto que aprende y los *“objetos” de conocimiento, con el
propdsito de propiciar y favorecer acercamientos significativos con los contenidos.

18



A su vez, esta interaccion entre educador — educandos — contenidos escolares —
aprendizajes, presenta distintas fases 0 momentos: inicial, de desarrollo y de cierre.

De manera muy sencilla, y a riesgo de parecer simplista, diriamos que las actividades de
inicio son aquéllas que permiten identificar el problema dentro de un contexto determinado
e invitan a la accién. Las actividades de desarrollo son todas aquellas acciones concretas y
simbolicas que realizan los alumnos para la elaboracion — construccién de aprendizajes
significativos. En tanto que las acciones de cierre, son aquéllas que contribuyen a afianzar y
sistematizar lo aprendido, a la vez que son fuente de nuevas busquedas, de nuevas
situaciones problematicas.

Reconociendo la necesidad de que los docentes vayamos construyendo posturas
metodoldgicas y procesos didacticos que nos permitan avanzar, a continuacion presentamos
algunos elementos metodoldgicos generales.

= Las matematicas se aprenden y se ensefian pero también se crean y se utilizan y, sirven
para aprender otras cosas.

Con ello hacemos referencia no s6lo a las matematicas como contenido escolar, sino a
todas las matematicas que existen en la sociedad.

En su proceso de aprendizaje, los alumnos construyen redescubriendo el conocimiento
dentro de un contexto especifico.

= Se ensefia matematicas en la escuela en respuesta a una necesidad individual y social.

Debemos saber “un poco de mateméticas” para poder resolver o cuando menos
reconocer problemas en nuestro entorno, por lo tanto las matematicas de la escuela
deben estar relacionadas y aportar elementos para la respuesta a necesidades
matematicas de la vida diaria en sociedad.

iY no a la inversa!, debemos abandonar la idea (frecuente) de que se aprende
matematicas porque se ensefian en la escuela, para avanzar en la perspectiva de que el
proceso de ensefianza — aprendizaje de los contenidos matematicos deben tomar en
cuenta lo que ocurre fuera de la escuela.

= Se resuelven problemas a partir de conocimientos y herramientas matematicas que ya se
conocen y se saben utilizar.

Para resolver un problema, el sujeto que aprende, echa mano de formas de hacer
conocidas, de manera escolar (antecedentes formales) y de manera natural y espontanea
(antecedentes o procedimientos no formales), que muy a menudo se tiene que
modificar, asi sea ligeramente, pues la situacion no es idéntica.

= El docente promueve el aprendizaje.
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El maestro propicia que la situacion problematica y las acciones a realizar para su
resolucion, no sélo despierten el interés de los alumnos, sino que lleven a la
modificacion y al enriquecimiento de los aprendizajes previos, favorece ademas
intercambios entre los alumnos y apoya en la posible sistematizacion.

El que aprende: construye y crea.
El que ensefia: propicia medios para ello.

= Aprender matematicas no es solamente saber definiciones de conceptos, realizar
calculos exactos, aplicar reglas y resolver operaciones; por el contrario, es saber
resolver problemas en sentido amplio, lo que incluye encontrar preguntas para
identificar el problema, analizar la informacion con la que se cuenta, identificar o
elaborar estrategias de manera individual y colectiva para resolverlo, ponerlas en juego
adecuadamente para llegar a un resultado y solucionar el problema.

Y en todo esto, el profesor propone, decide, conduce, orienta, colabora, en la propuesta
de situaciones, medios y materiales.

= Los problemas propuestos habran de ser expresados en un lenguaje natural, extraidos
del contexto social cotidiano. Resulta innecesario y absurdo proponer situaciones
complejas y artificiales.

La realidad es el contexto de donde surgen los problemas y al que deben regresar las
soluciones.

» La automatizacion de los algoritmos, en tanto estrategias convencionales de solucién,
puede ser un propdsito escolar; sin embargo, no constituye un pre — requisito para la
accion o el trabajo con los problemas, por el contrario, son un resultado de ésta.

= Los materiales concretos y objetivos han de servir durante todo el proceso para la
simulacion y modelacion de las situaciones problematicas, asi como también para la
representacion de las relaciones en juego y la busqueda de soluciones; y no solamente al
inicio de la actividad como fuente de motivacion externa.

= No hay que olvidar que el aprendizaje es un proceso gradual, no hay todo o nada,
debemos tener presente que toda actividad escolar conduce a algun aprendizaje de algun
tipo y en algun grado; sin embargo, dado que hemos sefialado que el aprendizaje escolar
es un proceso con intencion, el docente debe proponer situaciones y ambientes de
aprendizaje en las que se aprenda mejor lo que se busca.

i'Y esto es, justamente una secuencia didactical: la manera en la que el profesor consciente

del proceso, propicia, acompafia, ayuda y orienta el recorrido que el alumno hace para
construir sus conocimientos.
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A manera de ejemplo . ..

En el marco de estas actividades o momentos didacticos generales para el aprendizaje, a
continuacion se presenta un ejemplo de secuencia didactica para el trabajo con problemas
aditivos en el aula, emanado de la observacion de una clase de 4° grado de educacion
primaria.

Antes de presentarlo, es fundamental dejar asentado claramente que se trata de un ejemplo,
surgido de una clase real, para nada pretende ser un prototipo de proceso didactico basico.

Contenidos:

= Problemas de sumay resta. (Leccion 5. La rueda de la Fortuna. pp 16 y 17)

= Resolucion e invencion de problemas, a partir de una informacion. (Leccion 7. ;Se
puede responder?. pp 20 y 21)

Tomado de: Avance Programatico. Cuarto grado. (1994). Pags. 12y 13

Secuencia didactica

A partir de una situacion concreta de la vida real, cotidiana o escolar:

=  Proponer a los alumnos la realizacién de una actividad, un juego o un proyecto que
involucre situaciones de experimentacion matematica; es decir, situaciones problematicas.

= Incluir de manera explicita elementos para la reflexion, dentro de la situacion probleméatica a
resolver.

= Propiciar intercambios entre los nifios; es decir, invitar al analisis colectivo, que los nifios
expresen si han estado en situaciones semejantes, que digan qué han hecho y cémo lo
resolvieron.

= Invitar a los alumnos a volver a ver la situacion que ahora se plantea con el propoésito de que
detecten, de manera individual y colectiva, los elementos e informaciones pertinentes para la
solucién del problema: situacién en que se da, datos con los que se cuenta, pregunta a
resolver, etc.

= Invitar a los alumnos de manera individual y por equipos, a que la busqueda de estrategias
para su solucion, poniendo a su disposicion, materiales objetivos o propiciando formas de
representacion grafica, simbélica o numérica.

= Solicitar y escuchar las explicaciones de los nifios, en torno a las diferentes formas de
proceder.

= Realizar comentarios grupales sobre las formas elegidas por ellos para la solucion de los
problemas, a fin de ponderar las diversas estrategias.
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= Propiciar el establecimiento de propuestas y/o acuerdos colectivos de el o los
procedimientos que les parezcan mas adecuados.

» Prueba de dichos acuerdos para la solucion del problema planteado, dentro del contexto real
en el que surgio.

= Invitacion a los nifios a formular y plantear a los demés, otros problemas, semejantes a los
resueltos, tanto de manera individual como colectiva.

= Sistematizar las estrategias empleadas, a través de la solucion de nuevas situaciones
probleméticas de la realidad.

Formulemos algunos comentarios al respecto de esta secuencia didactica, con la intencion
de resaltar aquellos aspectos que reflejan una actividad docente mas cercana a lo que hemos
venido comentando a lo largo de este texto.

= Se contextualiza el problema a resolver, en el momento en que el docente plantea,
dentro de un contexto amplio y ubicado en la realidad, una situacion problematica a
resolver, de tal manera que sean los alumnos quienes identifiquen tanto el problema
como los elementos relevantes y pertinentes para resolverlo.

= Se propicia la puesta en marcha de estrategias y conocimientos previos, al invitar a los
alumnos a que propongan estrategias de solucion a partir de lo que ya conocen y saben
utilizar, dando cabida a que emerjan procedimientos no convencionales

= Se ponen en juego diferentes formas de representacion, al identificar y precisar la
informacidn pertinente para su solucién, los datos con los que se cuenta y la incégnita a
resolver.

= Se ponen a disposicion de los alumnos, materiales objetivos y/o concretos; sin embargo,
la actividad no se limita a ellos.

= Se propician intercambios individuales y colectivos entre los nifios, con la intencién de
que analicen y prueben diferentes caminos y estrategias para solucionar un problema
determinado.

= La confrontacion de propuestas y la discusion de ventajas y desventajas de unas y otras
para el establecimiento de acuerdos entre ellos, propicia la elaboracion de aprendizajes
significativos.

» No sdlo se resuelve un problema real, sino ademas se promueve la propuesta y solucion
de otros problemas semejantes.

22



= La sistematizacion y automatizacion de lo aprendido se va dando de manera gradual
como resultado de las acciones desplegadas.

Nuevamente, es necesario apuntar que:

jCorresponde a usted lector, valorar la utilidad y pertinencia de este tipo de propuestas
didacticas!.

iLo invitamos a hacerlo!

Con ello, podriamos dar por terminado este articulo y satisfechas las intenciones y
propositos originales; sin embargo, vamos a abusar un poco mas de su paciencia, para hacer
un breve comentario de un recurso didactico, invitado de ultima hora al escenario escolar:
Enciclomedia.

Retos ante los nuevos escenarios, la llegada de Enciclomedia

Mucho hemos escuchado de ella, quiza hasta hemos asistido a cursos de actualizacion en
los que se nos ha preparado para su uso.

Enciclomedia, ¢novedad que llega al salon de clases?

En cierta medida si, puesto que es una herramienta informatica que, bien utilizada, sera de
gran ayuda; sin embargo, al igual que otros recursos, debe ser valorada en su justa
dimension.

Desde la perspectiva de quien escribe este texto, jPuntualicemos algunas cuestiones!

Efectivamente, Enciclomedia es una herramienta que permite vincular distintos y variados
recursos al proceso de ensefianza — aprendizaje, ya que ofrece una gama muy amplia de
posibilidades para el enriquecimiento de nuestras clases.

En este sentido, los docentes habremos de tener claridad en lo que implica su utilizacion.

No es una estrategia didactica en si misma, su valor radica en el uso intencionado y racional
que hagamos de los recursos que ofrece, como apoyo para el desarrollo de las lecciones.

Como lo hemos dicho anteriormente, a proposito del apartado relativo a la planeacién de
las secuencias didacticas, antes de determinar qué tipo de recursos y como los podriamos
utilizar en nuestra clase, lo primero que debemos identificar son los propositos del tema a
desarrollar y las situaciones de aprendizaje que contribuiran a lograrlos; hecho lo cual,
habremos de identificar y definir cuédles de los recursos, situaciones o materiales
interactivos que se encuentran en Enciclomedia, son pertinentes.
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Para ello, es importante que el docente conozca y haya explorado, los dos componentes
basicos que ofrece la herramienta, a saber:

= El Sitio del alumno, donde se encuentra la version digital del los libros de texto,
enriquecida con variados recursos multimedia, y

= El Sitio del maestro, donde se encuentran los materiales de apoyo para el profesor.

Con fines de clarificacion, a continuacion se propone un recorrido posible.

Decisiones del docente Acciones a realizar
Tema especifico a desarrollar | Busqueda en el Sitio del maestro, para determinar:
con los alumnos e Ubicacion del tema en el Plan y programas de estudio y en el

Avance programatico.
e Enfoque y propésitos en el Libro para el Maestro.

Situaciones de aprendizaje e Esbozo de las actividades de inicio, desarrollo y cierre

significativas fundamentales.

o Disefio de la secuencia didactica a partir de las caracteristicas
del grupo y de los antecedentes con los que se cuenta

Situacion problematica a Busqueda en el Sitio del alumno, para determinar:
plantear e Leccidn con la que se podria apoyar el desarrollo de la clase.
e Recursos multimedia disponibles

Identificacion de los recursos |e  Seleccién de los mismos e incorporacion en la secuencia
pertinentes didactica.

Como se observa, no es a partir de la utilizacién de Enciclomedia que se planea una clase,
por el contrario, primero se planea / disefia la secuencia didactica y después se analiza al
recurso, para determinar que posibilidades nos ofrece para el enriquecimiento de la misma.

Maestro, lo invito a que seleccione un tema del programa de 5° o 6° grados, relacionado con
el eje “Los numeros, sus relaciones y sus operaciones” y a partir de la secuencia didactica
sugerida en el apartado anterior, formule una propuesta utilizando el recurso de
Enciclomedia; de ser posible coméntela con sus compafieros.
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Palabras finales
Si usted se encuentra leyendo estas palabras, significa que me acompafid en el recorrido.

Tal y como se expreso al inicio del texto, la intencion de este trabajo fue aportar elementos
para la reflexion del quehacer docente en torno a la asignatura de Matematicas, formular
preguntas e invitar a la accion para la busqueda de respuestas.

Se habréa logrado el proposito si lo dicho en el documento puede llegar a ser una “situacion
problematica” que le lleve usted, Maestro lector, a tomar decisiones para enriquecer su
trabajo didactico; y mas aun si se hace conversando con otros colegas.

De algo habremos de estar seguros: el andlisis y la reflexion, individual y colectiva, de
nuestro hacer docente cotidiano, nos permitird construir alternativas para una educacion de
calidad.

Recomendaciones bibliograficas para seguir en el tema

AVILA, Alicia. La experiencia matematica en la educacion primaria. Estudio sobre los procesos
de trasmisién y apropiacion del saber matemético escolar. Tesis doctoral. UNAM.
México.2001.

————————— (directora) y colaboradores. La reforma realizada. La resolucion de problemas como via
del aprendizaje en nuestras escuelas. En Informes de investigacion. Temas prioritarios.
SEP. 2004.

CHEVALLARD, Yves, Marianna Bosch y Joseph Gascon. Estudiar matematicas. El eslabdn
perdido entre ensefianza y aprendizaje. Horsori/ICE. Espafia. 1997. (Biblioteca del
Normalista)

GINE Nuria y Artur Parcerisa (coords). Planificacion y andlisis de la practica educativa. La
secuencia formativa: fundamentos y aplicacién. Gra6, Espafia. 2003. (Biblioteca del aula)

GUERRERO, Adela. ElI proceso de ensefianza-aprendizaje de las operaciones aritméticas
elementales. (Desde wuna perspectiva psicopedagégica). Tesis doctoral. UNAM.
México.1997.

PARRA Cecilia e Irma Saiz (comps). Didactica de matematicas. Aportes y reflexiones. Piados
Educador. Buenos Aires Argentina. 1994.

SAINT-ONGE, Michel. Yo explico pero ellos . . . ¢aprenden?. SEP/FCE/Ediciones
Mensajero,2000. México. 2001. (Biblioteca para la actualizacion del maestro)

NOTA: Materiales curriculares consultados:

SEP, Plan y programas de estudio para la educacion basica. Primaria. México. 1993.
------ , Libro para el maestro. Matematicas (primero a sexto grados). México. 1999.
------ , Matematicas. Libro de Texto del alumno (primero a sexto grados). México. 1999.
-- - -, Avance programatico. (primero a sexto grados). México. 1999
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Los problemas, recurso metodoldgico en el que los nimeros y sus
relaciones encuentran significado

Irma Fuenlabrada

En los planteamientos curriculares de la ensefianza y el aprendizaje de la matematica
anteriores a la reforma educativa de 1993, los problemas eran vistos fundamentalmente
como el espacio privilegiado para la aplicacion de un conocimiento adquirido: los nimeros
y la operatoria. Sin embargo, en los lineamientos actuales los problemas se asumen como
el punto de partida a través del cual los nimeros y sus relaciones en particular, y el
conocimiento matematico en general, encuentra significado. Pero esto todavia no ha sido
cabalmente comprendido por los maestros, porque ello les implica una reconversion de sus
concepciones sobre la matematica susceptible de ser ensefiada en la escuela primaria, de
sus practicas de ensefianza y de sus ideas acerca de como aprenden los nifios.

A maés de una década de implementada la reforma, investigaciones recientes (Moscoso,
2005; Martiradoni, 2004; Avila, 2004) muestran que los maestros, han incorporado a su
discurso pedagogico algunas de las componentes de dicho enfoque, asi algunos dicen: “el
aprendizaje debe ser significativo”, otros cuestionan a “las mecanizaciones”, Unos mas se
refieren a “las situaciones problematicas” y ya no a “los problemas”, comentan sobre las
bondades del “constructivismo” y cuestionan al *“conductismo”. No obstante, dicho discurso
se desdibuja en la realidad del aula. Si bien, se asume que toda reforma educativa
ineludiblemente es transformada por los docentes, esto no significa renunciar a que las
partes nodales de la Propuesta de educativa de 1993 vayan siendo incorporadas a las
practicas docentes.

Aunado a lo anterior, en los Ultimos afios aparece, en el ambito docente, el discurso difuso
de la ensefianza “por competencias” que empieza a gestar confusiones en los maestros.
Estas apuntan a suponer que la Propuesta de 1993 esta siendo desplazada por el nuevo
discurso de las competencias y que las situaciones didacticas en las que se expresa la
propuesta de 1993 “deben” ser sustituidas por “los proyectos”.

Desde este panorama, el proposito del articulo plantea en primera instancia, ayudar a los
maestros a comprender que el discurso educativo “novedoso” de “desarrollar
competencias”, que empieza a coexistir con el de “situaciones problematicas”, ni es tan
novedoso como tampoco antagénico al enfoque metodologico definido para la ensefianza y
el aprendizaje de la matematica en el sistema educativo nacional desde 1993. En segunda
instancia, se hace necesario seguir enfatizando la consecucion de uno de los objetivos
centrales de la propuesta educativa de la década de los noventa, a saber: que las acciones
de los nifios frente a las situaciones problematicas transiten de lo pertinente hacia lo
eficiente y eficaz. En el entendido que la pertinencia de una accion frente a un problema se
muestra cuando los alumnos pueden elegir entre varias opciones, aquella que es la méas
apropiada a la situaciéon; mientras que la eleccion de una estrategia eficiente y eficaz
conlleva la apropiacion de conocimientos cada vez méas elaborados, a los que se llega a
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través de un proceso de aprendizaje. Este objetivo, como veremos mas adelante, implica
dos cosas: el desarrollo de competencias y la apropiacion de conocimiento matematico.

A fin de aclarar cdmo sucede esto ultimo, reflexionaremos sobre la I6gica de la propuesta
de ensefianza que articula especificamente la secuencia de los contenidos referidos a los
numeros y los problema aditivos y su tratamiento didactico expresados en los materiales de
apoyo a la ensefianza y al aprendizaje editados por la SEP (1993a, 1993b, 1994, 1994a
2000), con el proposito de seguir acompafando a los maestro, en esa necesaria
resignificacion disciplinaria y metodoldgica que les demanda la Propuesta educativa de
1993.

1. Las preocupaciones educativas que antecedieron al Plan y programas para la
educacion basica. Primaria, editado por la SEP en 1993.

Hacia el final de la década de los ochenta (como se hiciera al término de la de los sesenta)
se discute y cuestiona en diversos foros educativos y académicos internacionales, la
pertinencia y la calidad de la educacién. Moretto (citado por Nogueira, Rivera y Blanco,
2003) considera que para entonces: “(...) todo habia cambiado, la sociedad, el mercado de
trabajo, las relaciones humanas (...) sélo la educacién continuaba siendo la misma ¢Entonces
estaba todo errado? No, el contexto social de épocas pasadas aceptaba esa formacion. El problema
es que ese contexto ya no existe”. La sociedad decia Moretto, tiene hoy otras prioridades y
exigencias en las que la accion es el elemento clave.

En la década citada, un grupo de investigadores, orientaba sus estudios sobre la pertinencia
de definir y caracterizar las competencias necesarias para desenvolverse con éxito en la
vida e intentaban caracterizar, cuales de estas competencias eran susceptibles de ser
desarrolladas en la escuela. Mientras que, por su parte las investigaciones en las distintas
didacticas especificas contaban para entonces (particularmente la didactica de la
matematica), con un considerable acervo de resultados compartidos sobre ensefianza y
aprendizaje (infantil). Sin embargo, ninguna de las dos perspectivas —el de las
competencias y el de las didacticas- habian impactado todavia a los sistemas educativos
como alternativas posibles de solucién a la baja calidad y pertinencia de la educacion.

En este escenario, segun se reporta en el informe de la comunidad europea EURYDICE
(2003: 119-124), los Paises Bajos en 1993, pusieron el acento en el desarrollo de
competencias en sus respectivas reformas; asi sus programas se articularon en torno de lo
que se definié como los temas transversales'. Otros paises como México, orientaron sus
esfuerzos a incorporar los resultados de la investigacion de las distintas didacticas (cada
una en su nivel de avance) en su sistema educativo’. Asi, en términos generales, las
decisiones de reformulacion de la educacion se eligieron basicamente de entre dos
caminos: las competencias o las didacticas especificas. Aunque hubo paises como Austria
(EURYDICE, 2003: 125) que no se posicionaron claramente en ninguna de las dos
posturas, puesto que creyeron que seria suficiente con modificar los objetivos de la
ensefianza en términos de competencias, sin proponer los cambios consecuentes en los
materiales de apoyo a la ensefianza y al aprendizaje; es decir, se redefinid el discurso
pedagdgico pero no los recursos para la ensefianza en los que seguian prevaleciendo los
principios conductistas del aprendizaje.
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En la medida en que la propuesta de desarrollo de competencias aparece como una
alternativa a la ensefianza enciclopedista, surge la pregunta: ¢se va a la escuela para
adquirir conocimientos o para desarrollar competencias?, en la que subyace un
malentendido que consiste en creer que, al desarrollar competencias se renuncia a
transmitir conocimientos®. Ahora bien, como casi todas las acciones humanas exigen
conocimientos, a veces reducidos y en otras ocasiones muy amplios, que se adquieren a
partir de la experiencia personal, del sentido comun, de la cultura compartida. La escuela
tiene que seguir haciéndose cargo de difundir el conocimiento porque es en ella donde esta
el espacio privilegiado para transmitir la cultura compartida.

Nogueira, Rivera y Blanco (2003:2) reflexionando sobre este aparente antagonismo entre
las propuestas educativas basadas en el desarrollo de las competencias y las que tiene como
referente los resultados de la investigacion de las didacticas especificas, sefialan que: “una
gestion docente basada en la formacién de competencias, tiene que asumir estrategias didacticas
alejadas de los estilos de direccion de ‘caja negra’, sustentados sélo en los resultados, lo que
corresponde a criterios metodologicos conductistas y desarrollar una direccion docente de ‘caja

transparente’, como expresion de un referente constructivista de caracter histérico-cultural™.

Al respecto, Perrenoud (2003), entre otros autores, sefiala que la nocién de competencia
puede definirse como la capacidad de actuar de manera eficaz en un tipo definido de
situacion, capacidad que se apoya en conocimientos pero no se reduce a ellos.

Las competencias se forman a travées de la practica, ellas se construyen “necesariamente en
situaciones concretas, con contenidos, contextos y desafios identificables” (Perrenoud, 2003: 48),
siendo necesario un trabajo didactico con base en situaciones de la vida y situaciones-
problemas, desarrollando un equilibrio entre aquellas que son similares (situaciones de
vida) y las que son nuevas (situaciones-problema) que permiten enfrentarse a obstaculos
nuevos.

La reforma educativa de los Paises Bajos implementada en 1993, como se anticipara, dio
prioridad al desarrollo de destrezas y competencias (las definidas como transversales) mas
que a la adquisicion de conocimientos. Después de un estudio profundo de sus efectos,
busca desde el 2003 (EURYDICE 2003: 119-124) el equilibrio entre un curriculo basado
en destrezas y competencia y uno basado en conocimientos.

En Austria (EURYDICE, 2003: 125-129) se reflexiona sobre las consecuencias de haber
modificado solamente los objetivos de la educacion en términos de competencias y no
haber atendido —en ese sentido- la reformulacion de materiales: “existe una preocupacion
creciente sobre las dificultades que se pueden encontrar a la hora de aplicarlo [curriculo por
competencias]”. Su formulacion relativamente vaga se opone claramente a la definicion tan
detallada de los contenidos de las diferentes materias y a los recursos metodoldgicos que
subyacen en los materiales de ensefianza y en especial en los libros de texto, que influyen
en la préactica docente con mayor peso que la de los objetivos generales (articulados desde
las competencias)®.

Por su parte, México, como otros paises tomaron como referente para sus respectivas
reformas educativas, los resultados de la diferentes didacticas especificas, porque
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asumieron que los problemas observados en la calidad de la educacidn, provenian
fundamentalmente de los procesos de ensefianza dominantes, es decir, reconocieron que las
estrategias de ensefianza no respondian (en gran medida) a las maneras —en ese entonces ya
estudiadas sobre- como los nifios acceden al conocimiento.

En México, particularmente, esta postura de reformulacion de la educacién (anclada en los
resultados de las didacticas especificas) se expreso, en Dialogar y Descubrir para Cursos
Comunitarios del CONAFE?® asi como en la Reforma Educativa nacional, a través de una
propuesta de desarrollo curricular disefiada desde una postura constructivista del
aprendizaje, recurso por el que se optd para comunicar al magisterio el nuevo enfoque
metodoldgico para la ensefianza y el aprendizaje de las distintas areas de conocimiento que
conforman el Plan y programas para la educacion béasica. Primaria, editado por la SEP en
1993.

Mas adelante en 2001 el CONAFE reorienta el servicio educativo que presta a las
comunidades rurales, hacia una propuesta pedagdgica sustentada en el. desarrollo de
competencias, en la Guia para el Instructor Comunitario MEIPIM (Gardufio, Guerra,
Gonzélez, Rodriguez y Silva, 2001: 21) se precisan seis aspectos que se pueden observar
en las nifias y los nifios que se les educa con base en las competencias, a saber: interesarse
por conocer mas; actuar de manera mas decidida y eficaz; atreverse a hacer cosa nuevas;
tener confianza en si mismo y en que puede aprender; convivir mejor con los demas en un
marco de valoracion de lo diferente; reconocer situaciones pasada, para resolver
adecuadamente otras nuevas. Puede observarse que las cuatro primeras refieren a actitudes,
la quinta a valores y solamente en la Gltima puede vislumbrarse una traza relacionada con
el conocimiento (posiblemente disciplinario-curricular). Indiscutiblemente, dificilmente se
estaria en desacuerdo con estas aspiraciones, pero, la pregunta de base es: ¢qué debe hacer
la escuela para que en los nifios y las nifias se observen las mencionadas actitudes y
valores? A la que se adiciona: ¢cudles son los conocimientos que debe priorizar la
ensefianza?

En el Programa de Educacion Preescolar 2004, difundido recientemente se define a la
competencia en franca concordancia con lo definido por Perrenoud y Nogueira, como: “un
conjunto de capacidades que incluye conocimientos, actitudes, habilidades y destrezas que una
persona logra mediante procesos de aprendizaje y que se manifiestan en su desempefio en
situaciones y contextos diversos” (SEP, 2004: 22). Sin embargo, entre los efectos y
comentarios que esta definicion est4 causando entre las educadoras se advierten algunas
ideas incompletas o equivocadas; asi por ejemplo, las docentes empiezan a asumir que: “el
nuevo programa es por competencias” y cuando se les pregunta qué quiere decir esto, en
sus respuestas se evidencian significados erroneos (y riesgosos); lo importante, dicen, es
que: “los nifios aprendan las competencias y no los contenidos” (interpretacion parecida a la que
hicieran los Paises Bajos). Al respecto, Fuenlabrada (2005) expresa que: las competencias
no son susceptibles de ser ‘ensefiadas’ -en su connotacién tradicional escolar de ser
transferidas a los nifios a través de ‘la informacion’-; mas bien, se trata de propiciar en el
aula el desarrollo de competencias, pero lograrlo, es una consecuencia de las estrategias de
ensefianza que se movilicen en el aula.
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Es decir, mientras los docentes no tomen conciencia que los procesos de ensefianza son la
componente fundamental en la consecucion de la aspiracion de desarrollar
competencias en los nifios, se pone en entredicho la intencionalidad de los programas [de
preescolar] que asumen dicha pretension corriéndose asi el riesgo de reducir los objetivos
de la educacion, a una declaracion de ‘buenos deseos’, como sucediera en la experiencia
vivida en Austria.

En este sentido Fuenlabrada continGa diciendo: si la ensefianza se plantea como se
realizaba en la llamada escuela tradicional en la que el maestro es “el que sabe” y su
funcién es transmitir informacion a los nifios, seguiremos sin darles la oportunidad de
desarrollar competencias. Porque en este esquema, el maestro da la informacién’, los nifios
escuchan y su Unica posibilidad de participacién es repetir lo que el maestro diga
(ensefianza enciclopedista). Y, cuando los nifios dan muestra de no entender o de no
retener mucho la informacién recibida, el maestro comienza a hacer que la repitan hasta
que aparentemente la aprenden; entonces, el maestro piensa que el objetivo de ensefianza
se ha logrado. Esta forma de conducir la ensefianza se vuelve incluso, en ocasiones,
exageradamente directiva; se plantea a los nifios no solo lo qué deben hacer sino cédmo
habran de hacerlo, ain en detalles tales como: “con rojo”, “con rayita”, “sin salirse del
cuadrito...”.

Lo mas preocupante, es que el mensaje efectivo que los nifios reciben desde esta forma de
ensefianza es que no saben, lo que piensan tiene poca importancia y tampoco pueden actuar
intelectualmente por si mismos. Conforme pasan los afios en la escuela, se acostumbran a
no pensar 0 a pensar poco (en el aula), van restringiendo sus maneras de responder porque
cuando quieren hacerlo y se permiten cualquier desviacién a lo dicho por su maestro no les
va muy bien.

Asi, lo que prioritariamente estan aprendiendo es que para sobrevivir en el sistema
educativo hay que detectar exactamente lo que el maestro quiere y hacerlo, estén o no de
acuerdo con ello; esas eran hasta la década de los ochenta, las reglas de juego aceptadas y
reconocidas en la mayoria de las aulas. Desgraciadamente, dichas précticas todavia se
siguen observando en los salones, después de diez afios de implementada la reforma de
modernizacion de la educacion de 1993, cuyo enfoque metodoldgico ha pretendido
reconvertir las practicas docentes dominantes, a través de la asuncion de un proceso de
ensefianza que parte por reconocer a los nifios como sujetos capaces de resolver por si
mismos con estrategias no formales diversas situaciones problematicas; para que con base
en éstas y con una intervencién didactica adecuada se propicie el transito de esas estrategias
hacia aquellas que la matematica ha elaborado para resolver de manera eficiente y eficaz
los distintos problemas.

2. El desarrollo de las competencias y su relacion con los recursos para la ensefianza y
el aprendizaje.

El logro de las multicitadas competencias, como viene dicho, esta en funcion de una nueva

concepcion del aprendizaje y, por tanto, de la forma en la que se dé la ensefianza; no se
pueden, realmente, desarrollar competencias de otra manera.
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Qué deben hacer los maestros: ¢para atender las recomendaciones de los tedricos que
postulan como objetivo de la educacion el desarrollo de competencias?, es decir: ¢para que
los nifios en su transito por la escuela aprendan a actuar de manera eficiente y eficaz
frente a las diversas situaciones en la vida?, ¢para que los nifios utilicen, integren y
movilicen los conocimientos aprendidos?, ¢para que los nifios movilicen y pongan en
practica el bagaje cultural que la escuela les ha proporcionado? Es evidente que la sola
informacidn de conocimientos social y culturalmente validados, aprendidos a traves de la
memorizacion es insuficiente para lograr tan deseables objetivos, se hace necesario que las
estrategias de ensefianza que los maestros implementen en su salon de clase propicien
sistematicamente que los nifios usen y asocien varios recursos cognitivos prioritariamente
frente a las situaciones que les resulten un reto intelectual, esto es, aquellas que en
principio no sepan como resolverlas.

Para posibilitar y favorecer el desarrollo de competencias, es importante, entre otras cosas,
que los maestros -como se sefiala en el enfoque metodoldgico de la Propuesta vigente-,
reconozcan que: en el proceso de aprendizaje para resolver un problema, se considera
una accion exitosa, la sustentada en conocimientos informales (el conteo para resolver
problemas aditivos en el rango numérico de los primeros numeros, por ejemplo) y no
necesariamente en la aplicacion de una resolucion convencional — el uso de las operaciones
de suma y resta- “ensefiadas” por ellos, antes de que los nifios tengan la oportunidad de
pensar como pueden resolver problemas, con sus propios conocimientos y echando mano
de sus experiencias escolares y extraescolares.

No ofrecer esa oportunidad a los nifios, tiene en el futuro consecuencias graves que van
mas alla de su posibilidad de apropiarse de conocimiento matematico (til; la consecuencia
grave radica en que, en los hechos, a los nifios en su paso por la escuela se les hace creer
que son incapaces de pensar; que frente a un problema deben esperar las indicaciones de
“otro que si sabe” (su maestro en la escuela, posteriormente su jefe en su vida adulta, por
ejemplo) coartdndose poco a poco su iniciativa y seguridad.

La propuesta didactica

En concordancia con lo expuesto, en los parrafos precedentes, es que en la resolucion
didactica del Programa de Matematicas vigente para la escuela primaria, se observa que los
problemas no son el espacio para “aplicar y ejercitar” la operatoria, como se habia
concebido en propuestas educativas anteriores a la actual, sino que aparecen con tres
intencionalidades diferentes: a) para iniciar el proceso de aprendizaje y propiciar el
acercamiento de los nifios al significado del conocimiento que se pretende adquieran; b)
para formalizar el uso de las operaciones como estrategias de solucion mas eficientes y
eficaces que las propias (las informales); ¢) para profundizar y enriquecer el conocimiento.

Sin embargo, esas intencionalidades no son suficientes para favorecer el aprendizaje
matematico de los nifios si sus maestros no les permiten la exploracion de posibles caminos
de solucién. De no darles esta oportunidad se estd obstaculizando que se ejerciten en la
eleccion de una estrategia que les permita actuar (con éxito o sin él -esto en principio tiene
poca importancia-) frente a una situacion que les resulte problematica.
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Lo que se necesita para favorecer el desarrollo de sus potencialidades a constituirse
posteriormente en competencias, es que empiecen a reconocer que frente a un problema, lo
que se espera de ellos es que traten de resolverlo, que estén dispuestos a buscar una
solucidn, que asuman que son capaces de encontrarla y no, que esperen a que otros les
den indicaciones sobre como deben actuar; sélo asi estaran en situacion de aprender a
utilizar, integrar y movilizar sus conocimientos; de hecho en esa bldsqueda de solucién
personal o compartida con sus pares se ven en la necesidad de usar y asociar varios
recursos cognitivos complementarios.

También en el enfoque metodoldgico que sustenta a la Reforma educativa, que nos ocupa,
se sugieren otras componentes didacticas que favorecen el aprendizaje, no menos
importantes que lo asentado para los problemas, que refieren a la organizacién de los nifios
para la realizacion de las actividades, a saber: a) el trabajo en parejas y en equipos para dar
lugar al intercambio de saberes y experiencias entre los nifios; b) a la puesta en comun
frente al grupo de los resultados obtenidos, para propiciar la expresion y defensa frente a
otros, sobre las propias apreciaciones de la situacion y la manera de resolverla.

Cabe sefialar que estas componentes didacticas no solo favorecen el aprendizaje
matematico de los nifios sino que propician el desarrollo de competencias como: tener
confianza en si mismo y en que puede aprender de los demas, convivir mejor con los otros
escuchando sus puntos de vista sin detrimento de las propias ideas, desarrollar sus
posibilidades de argumentacion, entre otras.

Por otro lado y particularmente, en el trabajo con el Libro de Texto Gratuito (LTG), se
incorpora lo que Block y Fuenlabrada (1995,1996) han definido como la imagen didactica;
esto es, las ilustraciones si bien cumplen su cometido de hacer atractivos a los libros para
los destinatarios, estan disefiadas para que interacten con ellas, obtengan la informacion
que necesiten en funcion de lo que las lecciones les plantean y en caso de que lo consideren
conveniente les sirvan de apoyo a sus razonamientos.

A. Las colecciones, su numerosidad, el conteo, los significados de los nimeros.

En el primer afio, lo que se propone para el desarrollo de la linea conceptual de Los
nameros, sus relaciones y operaciones, son diversas situaciones para que los alumnos
vayan reconociendo para qué sirven los nimeros, cdmo se simbolizan, como se ordenan en
una serie, a la vez que van encontrandose con los distintos significados del nimero: como
cardinal ;cuantos elementos tiene una coleccion? (Santiago tiene 5 canicas); como ordinal
¢queé lugar ocupa un elemento en una coleccion ordenada con base en ciertos criterios?
(Geny quedo6 en quinto lugar en la carrera); y su uso nominativo como etiqueta para
identificar elementos de una coleccion (Mario tiene en su camiseta el nimero 7 en el
equipo de futbol). También van teniendo experiencias que les permiten reconocer al conteo
como una estrategia mas economica que la correspondencia uno a uno que se puede
establecer entre los objetos de dos colecciones.

Al respecto cabe precisar que la correspondencia uno a uno es un recurso espontaneo (los

maestros no tienen que “ensefiarla”) que utilizan los nifios para comparar o igualar
colecciones, de la cual echaran mano cuando empiecen a contar porque en el proceso de
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conteo es necesario poner en correspondencia uno a uno, los nombres de la serie numerica
oral (uno, dos, tres, cuatro, cinco, etc.) con los objetos de la coleccion que se quiere
cuantificar.

Veamos a través de un ejemplo como se realiza lo dicho en el parrafo precedente:

e EnlaLeccion 5 Dibuja uno para cada uno del LTG 1°, se plantean dos situaciones
para que los nifios formen colecciones con la misma cantidad de objetos. La
consigna es que los nifios dibujen un platano (o una zanahoria) para que a cada
chango (o conejo) le toque uno.

L |-.'x3-"-','-‘:-'llni'_"-'!" SAAREENE Vi Dets
b

33



Algunos maestros, que seguramente no sera ninguno de los lectores de este articulo, creen
reconocer en esta leccion un ejercicio de correspondencia uno a uno, desde la perspectiva
de las lecciones que antes aparecian en los libros. Asi piensan que, de lo que se trata es que
queden las dos colecciones de changos y platanos (o conejos y zanahorias) emparentadas
por unas rayitas que relacionan a los elementos de una coleccion con los de la otra; en todo
caso, la unica diferencia con las lecciones de los libros anteriores, es que los nifios tienen
que dibujar los elementos de una de las colecciones. Esta interpretacion equivocada del
objetivo de la leccién da lugar a que estos maestros ofrezcan a los nifios “sugerencias de
solucion” para que “resuelvan” la leccion, asi les diran cosas como:

Tenemos que dibujar un platanito para cada changuito, asi que para que nos
guede bonito vamos haciéndolo en orden.

¢Ya se fijaron que ya tenemos un platanito?, bueno,..., vamos a darselo a un
changuito, al que ustedes quieran.

Escojan uno y trazamos una rayita desde ese changuito hasta el platanito.
Ahora escojan otro changuito, ¢ya?, trazamos una rayita hasta el otro
cuadro,..., en donde vamos a dibujar los platanitos.

Fijense de no pasar las rayitas sobre los changuitos, porque luego no vamos a
saber cudl es el platanito de cada changuito.

¢ Yaterminaron?, bueno,..., sigan haciendo lo mismo con los otros changuitos.

Mientras los nifios siguen trazando rayitas y dibujando platanitos, esos maestros se ocupan
de asegurarse que los nifios no hagan demasiado lio con las rayitas y los ayudan en caso
necesario. Entonces quiza frente al relajo de rayitas organizado por los nifios, los maestros
opten por proponerles que “resuelven un problema de resta planteado a cuenta gotas™ y, sin
previo aviso, empiezan a preguntarles:

VVamos a contar los conejitos, ¢cuantos hay?
Ya tenemos unas zanahorias, ¢cuantas son?
Entonces, ¢cuantas zanahorias tenemos que dibujar?

Los nifios dicen varias cantidades: nueve, diez, once; pero alguien por ahi grita
ocho, como esto es lo que esperaba oir el maestro, llama la atencion de los
nifos:

¢Yaescucharon a Lalito?

¢ Cuéntas zanahorias hay que dibujar Lalito?

Si, jtenemos que dibujar ocho zanahorias!
iDibujenlas en el cuadrito donde estan las zanahorias!

Para los alumnos de esos maestros, la actividad se redujo al dibujo de platanos y
zanahorias, el trazado de rayitas y en el mejor de los casos, para varios nifios hubo una
pequefiisima experiencia de conteo de conejos y para otros, muchos menos que los que
pudieron contar, tuvieron la oportunidad de resolver el célculo de la diferencia entre el 11y
el 3. Con la salvedad que contaron y calcularon por solicitud del maestro pero no porque
ellos hubieran decidido que contar y calcular es una manera, entre otras, de resolver.
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En cambio, si los maestros se limitan a plantear a los nifios la situacion y se aseguran de
que les quede claro que tienen que dibujar un platano para cada chango (o una zanahoria
para cada conejo) y solamente uno, no dos ni tres. Esta leccion la pueden resolver incluso
los nifios que todavia no saben contar en rangos numéricos pequefios; o, quienes pudiendo
hacerlo todavia no reconocen que el conteo es una estrategia Util para resolver este
problema.

Los nifios que se encuentran en estos casos, si se les deja en libertad para resolver la
leccion, seguramente como sucediera en la experiencia realizada por Rangel®, haran, una
marca en cada uno de los changos a la vez que dibujaron un platano (correspondencia uno
a uno) cerca o lejos de él, pero a ninguno se le ocurri6 trazar rayitas entre los changos y los
platanos. En ese estudio también se reporta lo que hicieron los nifios que decidieron
recurrir al conteo, salvo dos casos que se equivocaron en el conteo de los conejos porque
su rango de dominio andaba por el nueve o diez, el resto contd bien.

Algunos resolvieron conforme a “lo esperado”, es decir dibujaron 7 platanos y 8
zanahorias; otros hicieron 8 platanos y 11 conejos, parecia que se habian equivocado y sélo
cuando comentaron sus resultados se aclard que para ellos el platano y las zanahorias que
aparecen en la leccion los consideraron como modelos de los dibujos que tenian que hacer.
Hubo ademé&s un caso de una nena que dibujé para los changos solamente tres, su
explicacion fue: “sélo le di platanos a los [changos] que tenian levantada la manita”.

Estas maneras de proceder de los nifios frente a una situacion evidencian realmente lo que
pueden hacer, cuéles son sus posibilidades para echar mano de la correspondencia uno a
uno en situaciones de igualacion de cantidades, cuales son los recursos graficos que tienen
para expresarla, si saben o no contar y las distintas interpretaciones que pueden hacer de la
informacidn grafica, como lo es: utilizar o no los dibujos como modelos y la genialidad de
darle platanos solamente a los changos “que querian”.

Pero, fundamentalmente, es necesario destacar en primer lugar, la distancia que hay entre
el trabajo intelectual realizado por estos nifios de aquellos a quienes su trabajo se ve
reducido al trazado de lineas y al dibujo, por una equivocada intervencion de sus maestros.

Y en segundo lugar, que esta leccion es una version (entre otras) de un tipo de problema
aditivo: de igualacion de colecciones. Es decir, la situacion que tienen que resolver los
nifios en la leccion 5 del LTG 1°, esta presentada en apego a sus posibilidades cognitivas y
a los conocimientos que tienen en ese momento disponibles para actuar (la
correspondencia uno a uno o el conteo apoyado en una representacion gréafica);
posteriormente podran resolver esa misma situacion presentada de otra manera; resolveran
el mismo problema planteado a través de un texto del tipo:

Verdnica tiene 11 conejos, todas las mafianas les da una zanahoria a cada uno.
Pero el lunes Veronica nada mas tenia 3 zanahorias. ;Cuantas zanahorias le
faltan a VVeronica para darle de comer a los conejos?

Expresado el problema de esta manera los nifios lo resolveran, hacia finales del primer

grado, por complemento aditivo®: a partir del tres, cuentan cuatro, cinco, seis, siete, ocho,
nueve diez, once; a la vez que controlan (con los dedos, por ejemplo) lo que van

35



agregando, la coleccidén que les resulta la vuelven a contar para encontrar que son 8
zanahorias las que le faltan a Veronica. Muy tardiamente hacia finales del tercer grado, es
que empiezan a reconocer que la resta (11-3) es la operacion que es Util (que sirve) para
resolver problemas de este tipo.

B. La ensefianza aparentemente “tardia” de los nUmeros y las cuentas.

En el LTG de 1° ademas de los problemas “camuflajeados” (como el analizado de la
leccién 5), aparecen otros aditivos e incluso multiplicativos™, expresados de maneras més
reconocibles (como tales) para los maestros. Se espera que los nifios resuelvan estos
problemas —que involucran cantidades pequefias-, usando de manera pertinente el conteo
de colecciones (recurso informal) y no las operaciones. Esta es una de las razones, entre
otras que se discutirdn mas adelante, por la cual esos problemas se plantean antes de que
aparezcan las operaciones de suma y resta que vienen a ser los recursos convencionales
para resolver los problemas aditivos, estas operaciones se formalizan hasta el segundo afio;
mientras que, la multiplicacién entre digitos™ empieza a aparecer en su expresion
simbdlica (a x b) al término de este grado y la presentacion del algoritmo usual para
numeros mayores al diez se realiza en el tercer afio; la divisién formalmente se trabaja
hasta el cuarto grado.

Respecto a la escritura habitual de los numeros, mas o menos hasta el 15 aparecen
inicialmente como “etiquetas”, mientras que los nifios empiezan a escribir los ndmeros
mayores en el segundo semestre del primer grado y no al inicio de éste como se proponia
en las propuestas educativas anteriores a la de 1993.

La razén que sustenta a la “tardia” formalizacién de la operatoria y también a la
representacion de los nimeros de dos 0 mas cifras se encuentra en la pretension de que los
nifios no solamente se apropien de los simbolos y las reglas del lenguaje matematico sino
que aprendan qué representan estos simbolos y qué tipo de procesos regulan esas reglas.
Este defasaje en la formalizacion de la simbolizacion sigue preocupando a los maestros que
piensan que aprender matematicas en la escuela primaria, es equivalente a aprender los
nameros y las operaciones, y desde esta perspectiva, les parece que la Propuesta “esta mal”
y deciden ensefiar los nimeros y las cuentas antes del momento sugerido. Aungue
realmente solo estdn informando a los nifios como se escriben los nimeros a traves de la
escritura repetida de la serie numérica y respecto a la operatoria, lo que hacen para ensefiar
la suma, por ejemplo, es decirles a los nifios cdmo va la regla y hacer que la mecanicen: los
nlmeros que se van a sumar se escriben uno abajo del otro, encolumnados, se calcula de
derecha a izquierda, etc. Esta manera de concebir la ensefianza enfrenta prematuramente a
los nifios con un trabajo simbolico carente de significado para ellos, aunque desde la
perspectiva de sus maestros “es lo suficientemente claro” y tiene sus implicaciones
posteriores en la relacién que los alumnos establecen con esta area del conocimiento, de la
gue no quieren saber nada por considerarla confusa, sin sentido e inaccesible.

El lenguaje matematico, ciertamente es inherente al conocimiento de la disciplina, pero a

todo lenguaje le compete una parte sintactica (simbolos y reglas) y una parte semantica (lo
que representan esos simbolos y esas reglas), de éste Gltimo aspecto se ocupd poco la
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ensefianza y consecuentemente hubo repercusiones en el aprendizaje matematico de los
nifos. En los lineamientos actuales se pretende subsanar esta deficiencia.

Aunado a ello, los maestros no pueden perder de vista que una de las funciones del
aprendizaje de todo lenguaje esta en su posibilidad de que los usuarios puedan a través de
él, recibir y dar informacién. Por esto, antes de la aparicion de la simbologia matematica
formal, los nifios tienen que tener experiencias de comunicacion mediante producciones
gréficas elaboradas por ellos, ya sea que éstas refieran a la numerosidad de las colecciones,
a la expresidn de procesos, 0 a la realizacion de calculos, entre otras.

C. La representacion de las cantidades que precede a la representacion de los
primeros nUmeros.

Antes de abordar la resolucion de problemas, el trabajo sobre el sistema de numeracion
decimal y la incorporacion de la operatoria, revisemos primero la siguiente situacion, a fin
de ejemplificar lo que comunican los nifios a través de una produccion grafica cuando se
ven en la necesidad de representar la numerosidad de diferentes colecciones.
e En la Ficha La tarea del Fichero de Actividades Didacticas. Primer grado, a los
niflos se les pone en situacion de representar graficamente la numerosidad de
diferentes colecciones.

En Fuenlabrada (2001) se reportan los casos de Rodrigo y de Doris, a quiénes su maestra
les solicitd que tomaran nota sobre un material que tendrian que llevar al dia siguiente para
hacer una maqueta. EI material solicitado fue 10 palitos, 6 piedritas, 12 hojas y 8
cocodrilos. La maestra les dice que pueden hacer la nota como ellos quieran, lo importante
es que cuando la lean sepan qué es lo que tienen que llevar.
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Como puede observarse ambas producciones son unas “buenas notas” de lo que la maestra
pidi6. Cabe aclarar que Rodrigo, sabia escribir los primeros nameros si estos le eran
solicitados explicitamente, sin embargo en esta ocasion escribir 10, 6, 12, 8 no son marcas
gréficas lo suficientemente claras (para él) para representar la cantidad de elementos de las
colecciones; se decide por el dibujo y logra representar con éste tanto la informacion
cualitativa como la cuantitativa de las colecciones. Por su parte, Doris nos muestra que
sabe escribir los ndmeros correspondientes a las cantidades del material solicitado y
ademas le parece que puede usarlos.

Pareciera, que Doris estd “duplicando” la informacion en la representacion de los 10
palitos, las 6 piedritas y las 12 hojitas, y que podria haber resuelto de manera mas
econémica como lo hizo con los 8 cocodrilos. Sin embargo esto no es asi, Doris como
muchos nifios de su edad (o proximos a ésta) en situaciones analogas, no les es suficiente
con escribir un numero y agregar el dibujo de uno de los objeto de la coleccién. Lo que
realmente le pas6 a Doris con los cocodrilos es que fue tan elaborado su dibujo que ya no
hizo los demas, pero de haber hecho un cocodrilo mas simple, seguramente habria dibujado
los ocho, como lo hizo Rodrigo. En sentido estricto tanto para Doris como para Rodrigo,
los simbolos numéricos, en este momento del proceso de su aprendizaje, todavia son
suficientes para comunicar la cantidad de elementos de una coleccion.

Es necesario que los maestros reflexionen sobre los siguiente: las producciones gréficas de
Doris y de Rodrigo fueron posibilitadas por su maestra, porque al darles la consigna no les
dejo ver como queria que lo hicieran (numero-dibujo, sélo dibujos, nimero-palabras, etc.),
se limitd a dejarles claro que la funcion de sus anotaciones era que viéndola pudieran saber
(recordar) lo que tenian que llevar al dia siguiente.

Los nifios, aproximadamente a los 6 afios y medio, empiezan a comprender que en
representaciones como la de Doris para los 8 cocodrilos, efectivamente se esta
comunicando que “hay ocho cocodrilos”. Este avance conceptual es un insumo necesario
para la comprensién de la representacion de los nimeros mayores. Pero esto nos induce a
revisar lo que se sugiere en la Propuesta para el trabajo sobre la manera en la que
habitualmente se escriben los nimeros.

D. El sistema de numeracion decimal.

El aprendizaje del sistema de numeracion decimal (SND), corre alternadamente con la
busqueda de solucion a problemas aditivos y multiplicativos, que como se sefialara
anteriormente, se espera que los nifios resuelvan utilizando el conteo.

El trabajo sistematico sobre las reglas del sistema de numeracion que se sugiere en la
Propuesta propicia que los nifios comprendan las reglas de cambio de los agrupamientos de
diez (diez unidades se cambian por una decena, diez decenas se cambian por una centena,
etc.) y el valor posicional de las cifras (en el 53, el 5 representa cinco decenas mientras que
en el 135, el 5 representa cinco unidades). Ambas reglas —la de agrupamiento y posicion- y
el conocimiento del valor de diez simbolos numéricos (0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8y 9), es lo que
permite la comprension de la escritura simbélica de los nimeros.
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Los recursos didacticos que se sugieren para la comprension de la escritura de los niUmeros
en el contexto de un sistema simbdlico, son fundamentalmente el trabajo con EI Caminito
(Material recortable. Primer grado) y la realizacion del juego El Cajero (Fichero de
Actividades Didacticas. Primer grado). El trabajo con ambos se sostiene durante los dos
primeros afos de la escuela primaria, para dar lugar a la escritura con sentido de los
numeros y a la presentacion de los algoritmos de suma y resta; en tercero y cuarto se
trabaja con el SND circunscrito a la formalizacion de los algoritmos de multiplicacion y
division de nimeros mayores; en quinto y sexto se compara el sistema de numeracion
decimal con otros sistemas antiguos como el egipcio y el romano para que los nifios
reflexionen sobre las semejanzas y diferencias que hay en los tres sistemas y reconozcan
las ventajas que tiene el SND sobre los otros, al posibilitar algoritmos de célculo en el nivel
de lo simbdlico méas sencillos que los que pudieran realizarse con los otros sistemas de
numeracion: el egipcio y el romano.

El Caminito como puede observarse en la ilustracion que se muestra, esta formado por 100
casilleros; cada uno con dos indicadores que permiten a los nifios identificarlos: un dibujo
y un numero. Los casilleros correspondientes a las decenas (diez, veinte, treinta,..., cien)
tienen un fondo rojo, los otros son azules.

Hay varias actividades que se realizan con él, revisarlas no interesa a los propdsitos de este
articulo, salvo mencionar lo siguiente:

El Caminito es una expresion grafica y accesible para que los nifios empiecen a
familiarizarse con el orden de la serie numeérica. No es lo mismo que los nifios al comparar
dos colecciones, lo hagan por correspondencia uno a uno entre los elementos de éstas, a
que la correspondencia esté mediada por el caminito al colocar los objetos de cada
coleccion en los casilleros y ver con cual de las dos colecciones se avanza mas, en este
proceso van confirmando la hipotesis: dado un ndmero en la serie, los anteriores a este
representan cardinalidades de colecciones menores y los posteriores corresponden a la
cardinalidad de colecciones con mas elementos que la coleccion relacionada con el nimero
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elegido. Esta situacion propicia incluso que de manera natural los nifios encuentren la
diferencia entre las cantidades de elementos de las colecciones que se comparan: “te gané
por cuatro”, dicen por ejemplo.

A lo anterior se adiciona que la funcién de los dibujos en los casilleros permite la
realizacién de actividades con la serie numérica de nimeros mayores a 10, ain cuando los
nifios todavia no los reconozcan simbdlicamente y estén todavia en el proceso de aprender
la serie numérica oral de los primeros cien nimeros.

Hay referente empirico Fuenlabrada, Rangel, Valencia?, que muestra cémo los nifios al
trabajar con El Caminito, empiezan a recurrir al conteo para identificar los nimeros
escritos. Por ejemplo, pueden decir que llegaron al caballo y no reconocer al 16, pero como
el aprendizaje de la serie oral la dominan antes que la serie escrita, recurren al conteo de
los casilleros desde el inicio del camino para averiguar el nombre del nimero (dieciséis) en
el que esta el caballo.

Espontaneamente empiezan a referirse a los nimeros de los casilleros (y no a los dibujos)
en el rango numérico que dominan, asi aparecen expresiones: “Tania lleg6 al nueve, Jimena al
doce y yo al arbol”. O bien, empiezan a relacionar a las cantidades con el orden de los
numeros, cuando dicen: “yo tenia mas [objetos en mi coleccion] que tu porque llegué mas lejos
[avancé més en el caminito]”.

Posteriormente cuando reconocen los primeros agrupamientos de diez y su nombre (diez,
veinte, treinta, cuarenta, etc.) al avanzar en El caminito, ya no cuentan de uno en uno sino
de diez en diez, por ejemplo, para localizar el sesenta y dos (representado con seis fichas
rojas y dos azules™), cuentan los casilleros en fondo rojo y van diciendo: diez, veinte,
treinta, cuarenta cincuenta, sesenta, sesenta y uno, sesenta y dos.

Las actividades que los nifios realizan con ElI Caminito favorece el reconocimiento de las
regularidades tanto de la serie numérica oral como la escrita. Sin embargo, que los nifios
puedan averiguar cémo se llama el nimero “25”, recorriendo los casilleros y enunciando la
serie de los nimeros, no significa que sepan porque “el veinticinco” se escribe con un “2”
y con un “5” y como tampoco que “25” no es lo mismo que “52”. Para comprenderlo
necesitan, como se dijo anteriormente, trabajar con las reglas de agrupamiento y posicion
del sistema de numeracion decimal. Y esto se funcionaliza a través de las actividades
realizadas con el juego de EI Cajero, en el que se usan fichas azules, rojas, amarilla (si se
quiere trabajar con numeros hasta de tres cifras), a las que se les dan valores diferentes;
ademas se establece una regla de cambio de fichas:

Diez fichas azules valen lo mismo que una ficha roja;
Diez fichas rojas valen lo mismo que una ficha amarilla.

Lo que significa que: cuando se reunan 10 fichas azules (diez unos), éstas se deben
cambiar por una roja (un diez) y cuando se junten 10 fichas rojas (diez dieces), éstas se
deben cambiar por una amarilla (un cien).

La interaccion de los nifios con las leyes del sistema de numeracion decimal les
proporciona, por un lado, elementos para acceder al conocimiento de las razones que
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explican la escritura de los nimeros, al mismo tiempo que les posibilita el control de la
manipulacion simbdlica de los algoritmos de las operaciones. Es decir, la propuesta para la
ensefianza tanto de la escritura de los niUmeros como de la operatoria procura el
conocimiento de las funciones y las leyes que constituyen a un sistema simbdlico.

El juego del El Cajero se realiza en equipos. Un de los nifios hace de cajero y recibe todas
la fichas, los nifios por turnos tiran un par de dados.

En El Cajero ascendente los jugadores una vez lanzados los dados piden al cajero tantas
fichas azules como puntos sefialen los dados. Gana el primer jugador que logre reunir una
cantidad de fichas preestablecida, por ejemplo: una amarilla y dos rojas.

Los nifios siempre reciben del cajero fichas azules para obtener una ficha amarilla y dos
rojas, durante el juego se ven en la necesidad de ir cambiando con el cajero fichas cada vez
que reunen diez de un mismo color. En caso de que no lo hagan asi (porque les guste tener
“muchas” fichas), el maestro debe recordarles las reglas del juego.

En El Cajero descendente, cada jugador recibe del cajero al inicio del juego una cantidad
de fichas. Por turnos los miembros del equipo tiran el dado y entregan al cajero, la cantidad
exacta de fichas azules que estos indiquen. Gana el primer jugador que se deshaga de sus
fichas.

Esto implica que cuando un jugador no tiene suficientes fichas azules se ve en la necesidad
de cambiar con el cajero (por ejemplo: una amarilla por diez rojas y luego una o dos de
estas rojas por 10 azules) para que pueda entregar lo que los dados indicaron.

El Cajero ascendente favorece que los nifios trabajen informalmente con los
procedimientos de agrupar que se necesitan para la resolucion de los algoritmos
convencionales de suma; mientras que El Cajero descendente permite que los nifios
trabajen implicitamente con la resta, al ir desagrupando.

Esta regla de cambio realizada posteriormente con el apoyo de una Tabla —de tres
columnas, en cuyos encabezados de izquierda a derecha aparecen un circulo amarillo, uno
rojo y uno azul-, posibilita hacia el segundo semestre del primer grado, el reconocimiento
de los agrupamientos que componen el sistema (los cienes, los dieces, y los unos) y su
vinculo con la escritura (posicional) de los numeros.

En la Tabla se registra en cada columna, la cantidad de fichas de un mismo color (de un
mismo valor: unos, dieces y cienes), que quedan después de haber realizado todos los
cambios posibles.

Por ejemplo, si se tuvieran inicialmente doscientos cuarenta y tres fichas azules, se hacen
todos los grupos posibles de diez fichas azules, luego se cambian diez azules por una roja, y
se encuentra que resultan veinticuatro fichas rojas y quedan 3 azules (que ya no se pueden
cambiar por una roja), este numero se anota en la columna de las fichas azules.
Nuevamente se aplica la regla de cambio -con las fichas rojas- y se obtienen 2 amarillas y
guedan 4 rojas (que no son suficientes para cambiar por una amarilla). En la columna de las
fichas rojas se escribe el nimero 4 y en la de las amarillas el 2; lo que da lugar a la
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representacion simbdlica del doscientos cuarenta y tres, como se aprecia en el siguiente

gréfico.
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En el trénsito de los nifios, desde que forman agrupamientos de diez objetos con material,
hasta que aparecen los nimeros representados convencionalmente, hacen uso de diferentes

registros, como puede apreciarse a continuacion:
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Una primera consideracion es que para muchos maestros, registros equivalentes al
mostrado de los agrupamientos de las hojitas son suficientes para que los nifios escriban el
numero 15 mediado por la explicacion: “hay un grupo de diez, se pone el uno, para sefialar
gue hay un decena, y se escribe el 5 por la cantidad de hojitas que quedaron sueltas”, y les
parece ocioso que los nifios realicen el juego de El Cajero ascendente y descendente, pero
esto anula el aprendizaje de la regla de cambio, que como se vera mas adelante da sentido a
los algoritmos de suma y resta en los que: “no se pide prestado” sino que “se agrupa”;
como tampoco, “se pide prestado” sino se “desagrupa”.

Cuando se analizaron los registros de cantidades de Rodrigo y de Doris, se anticipé que los
nifios, en sus primeras producciones graficas sobre la numerosidad interpretan que en la
representacion de Doris para los 8 cocodrilos: hay un “ocho” que pueden leer, pero como
s6lo hay un cocodrilo faltan otros (7) para que el registro sea “correcto”. Hasta que los
nifilos aceptan que es suficiente con escribir el nimero que representa la cardinalidad y
(solamente) un dibujo para informar sobre la cualidad de los elementos de la coleccidn, es
gue producen sistematicamente registros como el que aparece a continuacion.

[Ya no consideran necesario dibujar cinco circulos azules]

Hasta entonces seran capaces de trabajar con soltura en el registro de cantidades en la
Tabla, en la que, al anotar un nimero en una columna, el encabezado de ésta les indica de
que color son las fichas. Para posteriormente comprender que la cualidad de los
agrupamientos (unos, dieces o cienes) esta determinada por la posicion; por ejemplo, en el
367 se esta diciendo que después de hacer los agrupamientos, quedaron 3 fichas amarillas
(3 cienes), 6 fichas rojas (6 dieces) y 7 fichas azules (7 unidades).

E. De los recursos informales (el conteo, los dibujos) a la aparicion de las operaciones
como herramientas Utiles para resolver problemas.

Antes de abordar los recursos de calculo susceptibles de utilizarse como el conteo de
objetos, conteo sobre un dibujo, calculo mental, operaciones, para encontrar la resolucion
numérica demandada en los problemas aritméticos; es necesario comentar sobre la
importancia que hace al aprendizaje de la matemaética el que a los nifios se les dé la
oportunidad, cada vez que enfrentan un problema, de reflexionar sobre las relaciones
semanticas que se pueden establecer entre los datos; para que con esto tengan claridad
sobre lo que estan buscando y bajo qué condiciones deben realizar esa busqueda.

La relacion entre los datos de un problema y la que éstos guardan con el dato desconocido,
es un trabajo previo a la eleccidon de un recurso de calculo. Las practicas tradicionales de
ensefianza, han hecho creer a los nifios que resolver un problema es relacionar a éste con
una o varias operaciones que tienen que aplicar con los datos del problema, incluso esta
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relacion se ve enfatizada con el esquema de solucion de problemas: DATOS-
OPERACIONES-RESULTADO que se observa en no pocos cuadernos de matematicas.

En la Propuesta actual para la ensefianza se sugiere a los maestros que frente a las
situaciones de ensefianza, cualesquiera que éstas sean (actividades, juegos,
representaciones, etc.), permitan que los nifios decidan qué es lo que consideran
conveniente hacer para interactuar con ellas. Estudios recientes (Barriendos 2005,
Martiradoni 2004), muestran como para muchos maestros todavia resulta dificil de aceptar
o0 de imaginar que los nifios puedan resolver problemas de suma, por ejemplo, sin que ellos
les hayan ensefiado a sumar; hay otros, que si bien aceptan las posibilidades de solucion
con recursos informales que tienen los nifios para resolver problemas; argumentan sin
embargo, que no vale la pena “que los nifios pierdan el tiempo” si al final de cuentas se
espera que resuelvan los problemas con los recursos convencionales (la operatoria). De
antemano se asumen las dificultades que para los maestros supone la reconceptualizacion
de ideas largamente aceptadas en el sistema educativo, pero no por ello podemos dejar de
insistir en los beneficios al aprendizaje significativo de la matematica que un tratamiento
distinto de los problemas puede posibilitar.

Con anticipacién se sefial6 que la busqueda de solucion a problemas aditivos y
multiplicativos se sugiere en la Propuesta educativa, antes de que se ensefien formalmente
las operaciones; y que desde esta postura se espera que los nifios los resuelvan con
estrategias informales como el conteo, que es el recurso del que disponen para enfrentarlos
y particularmente el que mas aparece en las producciones de los nifios. Desde luego que,
para que el conteo aparezca como estrategia de solucion se necesitan dos cosas: que los
nifios sepan contar colecciones pequefias; y que los datos numéricos de los problemas que
se les propongan involucren a los primeros nimeros.

No todos los problemas que se resuelven con suma o restas resultan, como muchos
maestros suponen, necesariamente mas faciles que los que implican a la multiplicacion y la
division. Tanto en los problemas aditivos como en los multiplicativos hay algunos mas
accesibles que otros; ésta es una de las razones, entre otras, por la que el curriculo de
matematicas esta organizado por lineas conceptuales y no por unidades tematicas, como
sucedia en las propuestas anteriores, organizacion que suponia la posibilidad de un
aprendizaje por “compartimentos” y no como un proceso evolutivo.

Cabe aclarar gue si, por ejemplo, el concepto de nimero se ve disminuido a la escritura de
los nimeros y a la identificacion de sus nombres o bien, el concepto que refiere a las
estructuras aditivas, se reduce al aprendizaje de los algoritmos de suma y resta y a la
aplicacion de estas operaciones en problemas tipo (casi todos iguales) se puede organizar el
curriculo por unidades tematicas. En cambio, la perspectiva metodoldgica actual anticipa
que si bien se puede identificar cuando los nifios empiezan formalmente a trabajar con los
conceptos siempre, es posible trabajar con ellos y que los nifios se los encuentren en
situaciones mas complejas, que amplian y profundizan a los conocimientos iniciales. Asi,
retomando los ejemplos anteriores, se encuentra que para los nifios pequerfios, el “tres” es
un equivalente a “en sus marcas listo fuera”, cuando les decimos a “la de tres empezamos”;
después el “tres” representa la cardinalidad de una coleccion, luego es la relacion aditiva
de: uno, uno y uno, 6 del dos y el uno, 6 del cinco menos dos, del seis menos tres; la
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relacion multiplicativa de: tres por uno, o del nueve entre el tres, etc. Por eso el Programa
de 1993 organiza al curriculo en lineas conceptuales, como Los nimeros sus relaciones y
sus operaciones, en la que los problemas, aparecen antes, durante y después de
formalizadas las operaciones.

* Los problemas antes de la ensefianza de las operaciones, permite a los nifios encontrarse
con los significados diferentes de las operaciones, a través de la busqueda de solucion a
diversos problemas. Los distintos significados de una operacién se rastrean en los
problemas distintos que son resueltos por esa operacion.

Hacer un anélisis de los distintos problemas aditivos y multiplicativos rebasa las
pretensiones de este articulo, por lo que nos restringiremos a unos cuantos ejemplos que se
enlistan a continuacion, a fin de ilustrar las estrategias de conteo distintas que ponen en
juego los alumnos para resolverlos.

Federico tiene 6 coches chicos y 2 grandes. ¢Cuantos coches tiene Federico?
Federico tenia 6 dulces, su hermana le regal6 2. ;Cuantos dulces tiene ahora
Federico?

Erick tenia 6 pelotas, le regal6 2 a sus primos. ;Con cuantas pelotas se quedd
Erick?

Erick quiere tener 6 estampas pero sélo tiene 2. ;Cuéntas estampas le faltan a Erick
para tener las que quiere?

Para los nifios estos problemas son todos diferentes, para ellos no tiene ninguna
importancia que la matematica diga que los problemas de Federico se resuelven con la
misma operacion (la suma) y con los mismos nimeros (6 y 2) y que a los problemas de
Erick les sucede algo equivalente con otra operacion: “la resta”.

En el problema de los coches de Federico, los nifios cuentan con sus dedos o con objetos
que representen a los coches, dos colecciones por separado, una con 6 y otra con 2
elementos, las juntan y cuentan cuantos elementos tiene la nueva coleccion para encontrar
que Federico tiene 8 coches. Mientras que para averiguar cuantos dulces tiene Federico,
primero forman una coleccion con 6 objetos, a la que le agregan 2; cuentan nuevamente
y saben que son 8 dulces.

Para resolver los problemas de Erick la diferencia de las acciones que los nifios realizan es
todavia mas clara, para encontrar con cuantas pelotas se qued6 Erick, cuentan una
coleccion de 6 objetos y a esa le quitan 2 (lo que regala), cuentan lo que queda y obtienen
4. Pero el problema de las estampas que “oficialmente” se resuelve también con una resta,
no lleva a los nifios a quitar objetos de una coleccion, mas bien tienden a completar: parten
del dos y agregan de uno en uno hasta llegar al 6, con la prevencién de no confundir
los objetos que “agregan’ con los que ya tenian, porque anticipan que tendran que contar
los objetos que agregaron para poder responder la pregunta planteada. Cabe observar que
en problemas como estos, agregar elementos a una coleccion, no es lo mismo que la accion
de agregar que realizan en problemas como el de los dulces de Federico.
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Cuando los nifios tienen la oportunidad de decidir qué hacer frente a los problemas, se les
ofrece la posibilidad de encontrarle utilidad a conocimientos previamente adquiridos como
lo es el conteo de pequefias colecciones; también se ejercitan en la eleccion de una
estrategia pertinente para resolver situaciones; se favorece que desarrollen una actitud
frente a los problemas: la basqueda de solucion (y no la espera de que alguien les indique lo
gue se espera que hagan). Asi mismo, resolver, por ejemplo, distintos problemas aditivos
les permite ir identificando el tipo de conteo que es regulado por una suma o una resta,
operaciones que posteriormente aprenderan y vendran a sustituir sus procedimientos de
conteo iniciales.

* Los problemas para justificar la necesidad de usar las operaciones, son del mismo tipo
que los anteriores pero involucran cantidades mayores. Esto permite que los nifios cambien
de estrategia de solucion por una que les resulta mas pertinente que el conteo uno por uno,
que utilizan cuando resuelven problemas en los que los datos son numeros pequefios.
e En la Leccion 27 El puesto de juguetes del LTG 2° a los nifios se les plantean
distintos problemas.
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La mamé de Oriana, Rodrigo y Jorge compro\ ;
en el puesto de juguetes 3 coches y 2 pelotas.
Paga con un billete de 100 nuevos pesos.
¢Cudnio le regresan de cambio?

Rodrigo tiene 15 nuevos pesos y quiere
comprar fres juguetes iguales.
¢ Qué juguetes puede comprar Rodrigo?

¢Le sobré dinero? s
¢Qué podrias comprar con 40 nuevos pesos en el puesto de juguetes?
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Uno de los problemas dice:

La Mama de Oralia, Rodrigo y Jorge compra en el puesto de juguetes 3 coches y 2 pelotas.
Paga con un billete de 100. ¢Cuanto le regresaron de cambio?

En primer lugar, los nifios y no los maestros son quienes deben encontrar, en la imagen que
acomparia la leccion, los datos que hacen falta para resolver los problemas. La imagen y
los problemas estan disefiados con esta intencionalidad, es lo que Block y Fuenlabrada
(1995,1996) denominan como imagen didactica y pretende desde la l6gica de estos autores,
poner a los nifios en situaciones que les permitan tener experiencias en la linea conceptual
de Analisis de la informacién, prevista en el curriculo, que implica el desarrollo de la
capacidad de los nifios para obtener, seleccionar y utilizar informacion proveniente de una
representacion grafica.

En segundo lugar, una vez que los nifios elijan de la imagen los datos que les sirven, no
sabran -en principio, si sus maestros han seguido la Propuesta-, que para resolver el
problema necesitan hacer “dos multiplicaciones (25X3; 10X2), una suma (75+20) y una
resta (100-95)” sencillamente porque la formalizacion de la multiplicacion se hara hasta
tercer grado y respecto a la formalizacion de la suma y la resta, todavia faltan algunos dias
para que esto suceda.

Sin embargo, esto no significa que no tengan recursos para realizar los célculos; sobre todo
si han tenido oportunidad de trabajar con las leyes de agrupamiento y posicion del sistema
de numeracion decimal. Para calcular el costo de los tres coches (“25 méas 25 més 25”) una
alternativa posible, y en apego a lo que han venido haciendo con problemas de estructura
parecida cuyos datos son nimeros pequefios (por ejemplo en la Leccion 92, Mas de diez,
menos de diez, LTG 1° aparece el problema: Hay dos arboles, cada arbol tiene dos rama, en
cada rama hay dos manzanas. ;Cuantas manzanas hay en total?), seria hacer quiza tres
dibujos con veinticinco marcas cada uno, para luego contar todas de una en una hasta
llegar al setenta y cinco; pero a estas “alturas del partido” ya no estan dispuestos a hacer
jsemejante cosa!

Su conocimiento del sistema de numeracion les permite ver al 25 no como “uno, uno,
uno,..., hasta veinticinco sino como 2 dieces y 5 unos, que con base en las reglas de
cambio del SND saben que pueden juntar los dieces (de los tres 25) y obtener 6 dieces; v,
al juntar los unos obtienen quince que son lo mismo que 1 diez y les quedan 5 unos (por la
regla de agrupamiento y cambio). Ahora tienen 7 dieces y 5 unos y esto es el nimero 75,
asi que el costo de los cochecitos es de 75 pesos.

Para encontrar el costo de las pelotas (10 y 10) han tenido suficiente experiencia con el
conteo de decenas en el primer grado, que ya saben que diez y diez son veinte, entonces las
pelotas cuestan 20 pesos. Para calcular el costo total de los juguetes vuelen a usar las leyes
del SND, para resolver 75 mas 20 cuentan los dieces (7 y 2) y los unos (5 y 0) y encuentran
al 95.

Ahora sélo les falta averiguar cuanto sobra de los 100 pesos si la mama de Oralia, Rodrigo
y Jorge va a gastar 95 pesos en la compra de los juguetes. Muchos nifios lo hacen por
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calculo mental, pero si no, siempre tienen el recurso de la aplicacion de las leyes del SND;
en este caso hay que quitar 9 dieces y 5 unos de 1 cien: el cien lo cambian por 10 dieces de
los que retiran 9 (dieces); el diez que queda lo cambian por “diez unos” de los que retiran 5,
quedando finalmente s6lo 5 unos, es decir 5 pesos.

Vale la pena recordar que cuando los nifios realizaron el juego de EI Cajero ascendente,
implicitamente se relacionaron con el algoritmo de la suma y con el juego de El Cajero
descendente, lo hicieron con el algoritmo de la resta. Cuando los alumnos actuan frente a
los problemas aditivos que tienen datos numéricos mayores de la forma descrita
anteriormente, estan sucediendo varias cosas:

e Siguen mostrando su capacidad para establecer la relacion semantica entre los datos
del problema y el dato desconocido, que se ha visto favorecida al haber tenido la
oportunidad de razonar sobre mdultiples situaciones menos complejas (con nimeros
pequefios y una -y después dos-, relaciones aritméticas) que la que ahora enfrentan
(con nimeros mayores y tres relaciones aritméticas).

e La estrategia de conteo (utilizada por los nifios) ha evolucionado: de un conteo uno
por uno, ha cambiado a un conteo de agrupamientos (cienes, dieces, unos).

e El cambio de estrategia de calculo esta asentada en el conocimiento adquirido sobre
el sistema de numeracion decimal.

e Se esta manifestando uno de los propositos fundamentales del enfoque
metodoldgico que subyace en la Propuesta de 1993, a saber: que las acciones de los
nifios frente a las situaciones problematicas transiten de lo pertinente (el conteo uno
por uno, susceptible de utilizarse con nimeros pequefios) hacia un conteo mas
eficiente (por agrupamientos) y eficaz; en este caso, al conocimiento de los
algoritmos de las operaciones de suma y resta, que son los recursos convencionales
para resolver los problemas aditivos.

Es decir, los nifios estdn mostrando con su manera de proceder, su capacidad para elegir
entre varias opciones una estrategia mas eficiente y eficaz que la que utilizaban
anteriormente (el conteo simple), que conlleva la apropiacion de conocimientos mas
elaborados -la aplicacién de las leyes del SND en situaciones de célculo y no sélo para la
representacion convencional de los nimeros- al que han llegado a traves de un proceso de
aprendizaje.

Cuando los nifios empiezan a utilizar las leyes del sistema de numeracion para realizar
calculos estan en el momento de que la operatoria sea institucionalizada por sus maestros;
esto significa que sea identificada con un nombre (suma, resta, multiplicacion o division)
ademas, que se les presente el algoritmo que no es mas que una manera mas organizada de
llevar a cabo las acciones que los nifios ya vienen haciendo; que para el caso de la suma
son: poner los numeros uno abajo del otro, encolumnarlos, empezar por la derecha hacia la
izquierda para controlar simultdneamente el calculo de los elementos de un mismo orden
(unidades, decenas, centenas ) y su posible transformacion a las de orden inmediato
superior.
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* Los problemas después de formalizadas las operaciones aparecen inicialmente en
coexistencia con la practica de los algoritmos. Los nifios necesitan adquirir soltura en la
aplicacion de los algoritmos para que empiecen a recurrir a las operaciones y dejen de
hacer “desordenadamente” agrupamientos y transformaciones (en el caso de la sumay la
resta suelen empezar por cuantificar los ordenes mayores —como sucede con el calculo
mental-, y luego reescribir una vez hechas las transformaciones de un orden a otro cuando
hay agrupamientos de diez).

La funcién de los problemas aditivos en esta fase del proceso es ampliar, profundizar y
enriquecer el conocimiento sobre la estructura aditiva (y en su momento la multiplicativa),
como puede observarse por ejemplo, en la Leccién 10 Retrocedemos LTG 3°, en la que el
aspecto que se estudia son problemas en los que la resta permite calcular un faltante o una
cantidad inicial; o, bien utilizar la suma y la resta cuando los datos ya no refieren a la
cardinalidad de colecciones, sino al manejo de magnitudes como sucede en la Leccién 37
La terminal de autobuses LTG 3°, en la que se plantean problemas de tiempo (horas y
minutos).

Resumiendo, en este articulo se ha reflexionado especificamente sobre:

i) Los diferentes significados del niumero, sus usos y funciones. Particularmente
los nimeros sirven para contar; y hemos revisado cémo los nifios eligen el
conteo como una estrategia de solucion frente a problemas gque involucran datos
numéricos pequenos.

i) El lenguaje matematico referido al trabajo inicial con la aritmética a través de la
comprension de la escritura de los numeros y los algoritmos convencionales,
reconociendo su interdependencia con el sistema de numeracién en el que
operan.

iii) Los distintos significados de las operaciones a través de problemas de distinto
tipo que son resueltos por una misma operacion.

iv) Qué significa que una estrategia de solucion evolucione y cuales son los
recursos didacticos que lo permiten.

CONCLUSIONES

Se ha procurado dar cuenta de cdmo la Propuesta vigente para la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica, de realizarse en el aula, da a los nifios mdltiples
posibilidades de experimentar con el conocimiento matematico y de que lo vayan
reconociendo como un instrumental util para resolver situaciones. Pero, la metodologia
sugerida no solamente posibilita el acceso al conocimiento sino que ademas favorece el
desarrollo de competencias en los nifios, que empiezan a preocupar a algunos actores del
sistema educativo nacional.

No comprender esto, implica suponer erréneamente que se debe optar por una postura
tedrica en detrimento de la otra. Es decir no se trata de optar por el desarrollo de
competencias que se expresa a través de la realizacion de proyectos (integrando varias
disciplinas); o por una postura constructivista del aprendizaje que se realiza a través de
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situaciones problematicas especificas a cada disciplina. Ambas posturas son
complementarias.

Sin embargo cabe precisar que el desarrollo de competencias es posible s6lo con una
adecuada resolucion didactica y esto implica que los maestros comprenden la necesidad de
redefinir las practicas de ensefianza “enciclopedistas”, que se deciden a dejar de
“controlar” la transmision del conocimiento a través de clases magistrales y en cambio,
permitan que los nifios exploren la pertinencia o no de sus propias maneras de enfrentar las
situaciones, de discutirlas con sus pares, de encontrar argumentos para defenderlas frente a
otros, de escuchar lo que sus comparieros y su maestro opinan sobre el particular. En este
proceso serédn los nifios quienes tomen el control de su conocimiento y la responsabilidad
de sus decisiones, bajo la supervision diligente de sus maestros. Desde esta perspectiva
metodoldgica se posibilita que los nifios accedan con sentido al conocimiento matematico.

Ciertamente las competencias que se desarrollan con la metodologia de ensefianza
discutida en este articulo no son todas a las que aspiran “los partidarios” del desarrollo de
competencias en la escuela; pero también es cierto que la matematica no es la Unica
disciplina con la que los nifios tienen que interactuar en su proceso de formacion.

Cabe finalmente aclarar que, en las reflexiones sobre el supuesto antagonismo entre
“competencias y didacticas especificas” vertidas en este articulo, no me he ocupado de “los
proyectos” de ensefianza que sustentan a los programas disefiados desde la intencionalidad
de desarrollar competencias en los nifios porque considero que el conocimiento matematico
al que los nifios tienen que acceder en la escuela primaria, se desdibuja en los proyectos,
reduciéndolo a una matematica “de tendero”. No cometamos el error de perder de vista la
fallida propuesta de integracion curricular que se propusiera en el sistema educativo
nacional por inicios de la década de los ochenta, en la que la propuesta para la ensefianza
de la matematica practicamente desaparecid. ElI acceso al conocimiento matematico
requiere de su propio espacio, de continuidad, de ensamblaje entre unos saberes y otros, de
espacios de consolidacion.

Es preocupante la introduccion al sistema educativo de un discurso pedagogico que
pregona la organizacion curricular a través de proyectos, sé que el conocimiento
matematico no es susceptible de ensefiarse asi, desconozco lo que le pueda pasar a las otras
disciplinas; sin embargo me preocupa que una incorporacion poco cuidadosa de este tipo
de organizacién curricular provoque un vacio de conocimiento disciplinario como le
sucediera a los sistemas educativos de algunos paises europeos segun se reporta en el
informe EURYDICE (2003).
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! Temas transversales: vision equilibrada de las personas y de la sociedad; tomar conciencia de su
situacion dentro de su entorno personal cercano, asi como un entorno social mas amplio. Atencion
especial a: a) reconocimiento de las normas y valores propios y de los demas, y la manera de
abordarlos; b) reconocimiento de las similitudes y de las diferencias entre los sexos, y la manera de
abordarlos; c) la relacion entre el hombre y la naturaleza y el concepto de desarrollo sostenible; d)
una ciudadania activa en una sociedad democréatica y multicultural y en la comunidad internacional;
e) actuar con respeto hacia la seguridad personal y general dentro del entorno propio, asi como
hacia la seguridad vial; f) el significado social del desarrollo tecnolégico, incluyendo las
tecnologias modernas de la informacién y la comunicacion (TIC); g) el significado social del
trabajo remunerado y no remunerado; h) los logros y posibilidades del arte y la cultura, incluidos
los medios de comunicacion.

Aprender a hacer: a) comprender el neerlandés y el inglés escrito y hablado; b) hablar y escribir el
neerlandés correctamente, ¢) buscar, seleccionar, reunir y organizar informacion proveniente de
distintas fuentes; d) utilizar los conocimientos aritméticos, como por ejemplo, efectuar operaciones
mentales de aritmética, aplicar sus reglas, medir y calcular; actuar de acuerdo con las normas del
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medio ambiente, de la higiene, la salud y de la ergonomia; e) utilizar los materiales, herramientas y
equipos de forma segura y eficaz; f) utilizar los ordenadores.

2 Particularmente la obra Dialogar y Descubrir desarrollada, entre 1987-1993 por investigadores
del Departamento de Investigaciones Educativas del Centro de Investigacion y de Estudios
Avanzados del IPN (DIE/CINVESTAV) para el subsistema educativo de Cursos Comunitarios del
CONAFE fue en México, la primera innovacion educativa en este sentido, ésta influyé la reforma
de modernizacion de la educacion que vino después.

% Informe final (en proceso) del proyecto Replanteamiento del preescolar comunitario, desarrollado
en el Departamento de Investigaciones Educativas del CINVESTAYV, bajo la responsabilidad de
Irma Fuenlabrada, por solicitud del Consejo Nacional de Fomento Educativo.

* El subrayado es nuestro.

> Informe final (en proceso) del proyecto Replanteamiento del preescolar comunitario, desarrollado
en el Departamento de Investigaciones Educativas del CINVESTAYV, bajo la responsabilidad de
Irma Fuenlabrada, por solicitud del Consejo Nacional de Fomento Educativo.

® Consejo Nacional de Fomento educativo.

’ La propuesta de 1993 no elimina esta funcion sino que reubica los momentos en los que el
maestro interviene proporcionando informacion.

8 Ma. de los Angeles Rangel Yescas, alumna de la Maestria en Investigacién Educativa del
DIE/Cinvetav, en su trabajo de tesis (en proceso), analiza estas actividades que experimenta con un
grupo de nifios que estaban por terminar el tercero de preescolar. De ahi se toman los datos que aqui
se reportan.

% Este no es un problema “clasico” de resta, aquellos en los que a una coleccion se le quita una
parte, como: Adriana tiene 11 dulces y le regala 3 a Verénica. ;Cuantos dulces le quedaron a
Adriana?

19_ecciones 33, 44, 45, 48, 50, 51, 64, 66, 68, 69, 73, 76, 86, 90, 92, 93, 95, 97, 99, 113, 116, 118,
119, 121, 123, 124, 125y 126.

1 |os nameros digitos son: 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9yel 0.

'2 Irma Fuenlabrada y Ruth Valencia asi como Ma. de los Angeles Rangel Yescas, referente
empirico del trabajo de investigacion que sobre el preescolar se realiza en el DIE/CINVESTAV.

De ahi se toman los datos que aqui se reportan.

13 Esta denominacion aparece en el juego de El Cajero que se revisara més adelante.
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El enfoque de resolucion de problemas y la resolucion de los problemas
del enfoque

Silvia Garcia Pefia

La transformacion de la practica docente propuesta por la reforma de 1993 para la
ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas demanda cambios profundos en las
concepciones de los docentes. A mas de una década de tal propuesta se sabe que el enfoque
de resolucion de problemas descrito en los documentos oficiales ha tomado rumbos
diferentes a los esperados’.

No resulta sencillo cambiar las concepciones de los profesores y mucho menos modificar
su practica cotidiana, es necesario que el docente esté continuamente en contacto con las
ideas propuestas y, a pesar de trastocar sus propias representaciones, logren seducirlo al
mostrarse como una mejor opcion de lo que él sabe hacer y hace en su grupo. Ante este
panorama, tiene cabida la siguiente pregunta:

¢Cuales son las razones por las que muchos docentes no trabajan con el
enfoque de resolucion de problemas en las clases de Mateméticas?

Entre las varias razones se encuentran aquellas dificultades y obstaculos que los maestros
tendrdn que enfrentar, algunas de ellas se abordan en el presente trabajo el cual ha sido
dividido en dos partes: En la primera se ejemplifica y expone el enfoque de resolucion de
problemas y la segunda trata de los problemas que los docentes pueden tener al intentar
aplicar ese modelo didactico.

Sélo por motivos de exposicion estos obstaculos y dificultades han sido clasificados, no
obstante se podra observar que esta clasificacion puede hacerse de varias maneras, sin
embargo con la categorizacion de estos obstaculos se trata de ganar claridad en la
exposicion.

1. El enfoque actual: Una nueva manera de concebir las Matematicas, su ensefianza y su
aprendizaje.

1.1 Un mismo objeto de saber, diferentes acercamientos didacticos

Clase 1: Una explicacion claray concisa

Para ensefar el calculo del area del triangulo una maestra explica a sus alumnos que lo que
tienen que hacer es multiplicar la medida de la base por la medida de la altura y dividir el
resultado entre dos.
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Enseguida dibuja en el pizarrén:

-

-

altura =3 cm

base =4 cm

)

Y, para ejemplificar lo que acaba de explicar, calcula el area anotando:

Después de preguntar si entendieron, plantea mas ejemplos y hace participar a los alumnos

A

_bxh

A =6cm?

pasandolos al pizarron para que practiquen lo que ella acaba de explicar.

Clase 2: Hay que mostrar “el por qué”

Para ensefiar el mismo tema, un maestro considera que no basta con explicar a los alumnos
el procedimiento para el calculo del area del tridngulo, entonces decide mostrar de donde se
obtiene la formula. Lleva un rectangulo lo suficientemente grande para que todos sus
alumnos lo vean y recuerda junto con ellos como se calcula el area de dicho rectangulo (los

nifios han visto ese tema con anterioridad).

-

~
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Una vez que recordaron cémo se calcula el area, al frente de los alumnos corta el
rectangulo por la diagonal en dos tridngulos.

-

\_ )

Superpone los triangulos y con énfasis les pide observen que son iguales y que, por lo tanto,
cada triangulo es la mitad del rectangulo inicial. Ante la pregunta ¢cuél es el area de cada
triangulo? Algunos nifios responden: la mitad del area del rectangulo. Entonces el maestro
concluye que el area de un tridngulo se calcula con la formula:

_bxh
2

A

Enseguida resuelve algunos ejemplos y luego pasa a la ejercitacion por parte de los
alumnos.

Clase 3: Los alumnos manipulan material concreto

Otra maestra considera que tampoco es suficiente con mostrar a los alumnos de dénde se
obtiene la formula para calcular el area del triangulo y decide que cada estudiante debe
tener el material y manipularlo; lleva un rectangulo para que cada nifio lo manipule
siguiendo las instrucciones que ella dicta: lo doblan en dos triangulos por la diagonal y lo
recortan.

Una vez que tienen los dos triangulos lo ponen uno encima del otro para comprobar que,
efectivamente, son iguales y asi, cada alumno “deduzca” que el area del triangulo es la
mitad del area de rectangulo, llegando a la férmula:

_bxh
2

A

Enseguida resuelve algunos ejemplos y luego pasa a la ejercitacion por parte de los
alumnos.
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Clase 4: Los alumnos buscan la manera de calcular el &rea de un triangulo

Una maestra entrega a los alumnos un triangulo rectangulo recortado y les pide que
calculen el area del mismo.

Los deja que interactlen en equipo para que traten de hallar el area mientras ella monitorea
el trabajo. Observa a los equipos:

+ Un equipo, recordando que el area la calculan contando los cuadrados que caben dentro
de la figura, decide cuadricular el triangulo en centimetros cuadrados y contar. Tienen
dificultades porque no todos los cuadrados estan completos.

™\

BN

¢ Otro equipo mide los lados del triangulo y los suma. Tienen problemas porque una
medida no es en centimetros exactos.

¢ En otro equipo observan que dos tridngulos de los que la maestra les dio forman un
rectangulo y como ya saben calcular el area de un rectangulo, primero la calculan y luego

le sacan mitad.

+ En otro equipo se dan cuenta que pueden dividir el triangulo en tres figuras con las que
pueden formar un rectangulo, luego calculan el &rea de ese rectangulo.
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¢ Un equipo mas mide los lados del triangulo y, recordando que en el rectangulo se
multiplican las medidas, deciden multiplicar las medidas de los lados del triangulo.
Tienen problemas porque una medida no es exacta.

Cuando la profesora nota que la mayoria de los equipos ya termind, invita a algunos a pasar
al frente para platicar el procedimiento y el resultado al que llegaron, la decision de quiénes
pasaran al frente la toma con base en lo que observo en los equipos.

Cuando algunos equipos no estan de acuerdo con lo que otros exponen, la maestra pregunta
a los demas ¢qué opinan?, ¢estan de acuerdo?, ¢como ven ustedes este procedimiento?
Constantemente devuelve a los alumnos la responsabilidad de validar las diferentes formas
que surgieron para resolver el problema. Son los propios alumnos quienes deciden si lo que
hizo cada equipo es correcto 0 no y para ello deben argumentar su respuesta.

Para finalizar la sesion, la maestra recapitula lo que hicieron los equipos y formaliza el
conocimiento matematico en juego, en este caso, presenta la formula convencional, misma
que se deriva de uno de los procedimientos de los equipos. Después resuelven algunos
ejercicios de aplicacion.

1.2 El enfoque propuesto: cambian las ideas, cambian los roles

En la clase 1 es en donde menos participan los alumnos, la clase estd practicamente a cargo
del profesor quien explica y los nifios “atienden”, aprenden a seguir instrucciones y las
aplican en otros ejemplos propuestos.

En la clase 2 hay un intento por mostrar a los alumnos “el por qué” de la formula que
tendran que aprender. No obstante sigue siendo el maestro quien es el protagonista de la
clase y los alumnos observan lo que él hace, es una clase ostensiva.

En la clase 3 hay un intento de que los nifios “hagan” algo, aunque la maestra es quien dice
lo que tienen que hacer, es decir, el material concreto en este caso sélo sirvid para que los
nifios siguieran las instrucciones de la profesora.
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La clase 4 es en la que se aplica el enfoque de resolucién de problemas, que propone?

Hay tres momentos en el planteamiento de una actividad:

El momento en el que los
nlbr}os € ha((:jen'cargo ?el El momento en el que se
El momento en el que el prclJ en|1a, es ecwl,_ en eI que discuten, se valida, se
magestro organiza a_I grupo en 0s alumnos real |zgadn as socializan los procedimientos
equipos, en parejas o de |:‘> acciones que consi | era}n |:> encontrados por los alumnos
manera individual yen el que pertinentes para resolverlo y y se analizan sus ventajas y
se plantea la actividad. en el que el maestro observa desventajas.
como lo hacen.

Podemos diferenciar estos tres momentos:

Primero: La clase inicia planteando un problema a los nifios: calcular el area de un
triangulo. Entendiendo al problema como una situacion para la cual los nifios no tienen una
respuesta inmediata, pero cuentan al menos con una manera de resolverlo aludiendo a sus
conocimientos previos.

En términos generales, bajo el enfoque propuesto, la resolucion de problemas es el eje
alrededor del cual debe girar la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas. Se trata
ahora de aprender Matematicas no sélo para resolver problemas sino también a través de la
resolucién de problemas. Esto implica que los problemas no sélo son el fin sino también el
medio del aprendizaje de las Matematicas.

Los conocimientos previos toman particular importancia porque constituyen el punto de
partida para la adquisicién de nuevos conocimientos. Se trata de que, a partir de ellos, los
alumnos evolucionen a formas de pensar mas avanzadas. En el ejemplo, se ve claramente
que, si bien los alumnos no conocian la férmula para calcular el area del triangulo,
contaban con conocimientos que les permitieron resolver el problema.

Segundo. La maestra ha decidido organizar a los alumnos en equipos. El trabajo en equipo
adquiere particular importancia y se promueve no solo desde los lineamientos generales del
enfoque planteado en los libros para el maestro, sino también desde los mismos libros del
nifio en los que continuamente se encuentran consignas para trabajar en equipo. Esto no
excluye, de ninguna manera, el trabajo individual, por parejas o grupal.

En este momento los alumnos tratan de resolver el problema y la maestra observa lo que
hacen. Las intervenciones del docente deben ser de apoyo pero no de dictar soluciones.
Saber lo que los equipos hacen es necesario para elegir a aquellos que intervendran en el
momento de la confrontacion

Tercero. Cuando los equipos han terminado la maestra organiza la confrontacion de
procedimientos y resultados. La confrontacién y validacion es otro de los aspectos fuertes
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del enfoque, desde este punto de vista escuchar a otros contribuye a la construccion de
conocimientos. Es el momento en el cual los alumnos podran confirmar o rechazar sus
hipdtesis iniciales acerca de la resolucion del problema que se esta trabajando. En los libros
para el maestro se especifica®:

La confrontacion de estrategias y respuestas ayuda a los nifios a
percatarse de que puede haber mejores formas para solucionar un
problema determinado; también permite ayudar a los comparieros menos
avanzados en el proceso de aprendizaje, asi como a los mas
adelantados, a verificar respuestas y enriquecer conocimientos.

La explicacion por parte del maestro y la formalizacion del contenido no estan excluidas de
esta propuesta. Los materiales oficiales determinan®:

El maestro debe tomar en cuenta que su papel no se limita a ser un facilitador de la
actividad de los alumnos. Respetando su actividad y creatividad, debe intervenir con
sus orientaciones, explicaciones y ejemplos ilustrativos cuando asi lo requiera el
avance del grupo. Aqui es donde se localiza uno de los momentos mas dificiles de su
hacer profesional ya que, con base en su experiencia, debe seleccionar el momento
oportuno de su intervencion de tal manera que no sustituya el trabajo de los alumnos.

A grandes rasgos ésta es la manera en que se propone se organice la clase de Matematicas.
Trabajar de esta manera lleva consigo fuertes retos y demandas para el docente, en lo que
sigue comentaremos la problematica que implica este enfoque.
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2. Obstaculos y dificultades para aplicar el enfoque de resolucién de problemas

En su intento de aplicar el enfoque de resolucion de problemas, los maestros se enfrentan a
diversas dificultades y tienen que vencer obstaculos como los presentados en el siguiente
diagrama. Cabe aclarar que la lista no es exhaustiva y que, afortunadamente, no siempre se
presentan todos.

OBSTACULOS Y DIFICULTADES PARA APLICAR EL ENFOQUE DE
RESOLUCION DE PROBLEMAS

Demandas para Caracteristicas Gestion de las Condiciones
el docente del grupo actividades DUCIHES

Cambio de Grupos Uso del Iib_ro de Padres de familia
concepcion de lo NUMerosos texto y del fichero
que es aprender
Grupos Falta de tiempo Autoridades

Matematicas
heterogéneos

Falta de Otros docentes
Dominio de los Grupos comprension

contenidos a indisciplinados lectora

ensefiar
Evaluaciones
Dificultad para

Conocimiento del LELZE [l S0 GBI

enfoque Falta de
continuidad

Complejidad de

- los momentos de
Conocimiento de validacion y

la Didactica de las s Eeln ol Condiciones

Matematicas SellEehe ma{enales del
salon de clase

La principal dificultad es lograr un cambio en las concepciones de ensefiar y aprender
Matematicas, es probable que cuando el maestro logre comprender de otra manera lo que
significa aprender Matematicas no se preocupe tanto por las presiones externas o la
indisciplina aparente del grupo y tampoco tenga la sensacion de estar invirtiendo mucho
tiempo a trabajar un contenido.

Asimismo, varias de estas dificultades no son propias de esta forma de trabajo sino de
cualquiera, por ejemplo, la falta del dominio del contenido a ensefiar o los grupos
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numerosos, no obstante, es probable que en el enfoque propuesto estas deficiencias sean
mas notorias.

A continuacion comentaremos con mas detalle estas dificultades y estos obstaculos y
daremos algunas ideas de como podrian aminorarse, esto con el animo de que el docente se
sienta mas motivado a probar esta forma de trabajo en beneficio de sus alumnos.

2.1. Demandas para el docente.

2.1.1 Una manera diferente de conceptualizar el significado de aprender Matematicas

En este enfoque se trata de que el alumno no so6lo adquiera ciertos conocimientos
matematicos sino que también desarrolle habilidades y se promueva en él actitudes
positivas hacia la Matemaética. Es comun que los maestros den mucho mas peso a la
adquisicion de conocimientos porque consideran que éste es el propdsito principal de
aprender matematicas y dejan de lado lo demas.

Si el maestro tiene la idea de que aprender Matematicas es solamente saber hacer cuentas,
aprenderse formulas o definiciones, resolver problemas con un modelo de solucién Unico y
convencional, entonces es muy probable que sienta que el enfoque de resolucion de
problemas “quita tiempo”.

En este enfoque, ademas de que se promueve la construccidén de conocimiento, se espera
que los alumnos desarrollen su habilidad para establecer hipétesis o conjeturas ante
determinada situacion problematica y luego trate de verificarlas; aprendan a argumentar
para tratar de confirmar o rechazar sus hipdtesis iniciales; sepan escuchar la postura de
otros respecto al mismo problema; dialoguen con otros para tratar de llegar a acuerdos
expresando y defendiendo su punto de vista y sepan admitir cuando han cometido un error.
El propdsito de aprender Matematicas, bajo este enfoque, involucra el desarrollo de
habilidades®

Desarrollo de
hahilidades

Comunicar Generalizar

Un alumno que ha desarrollado estas habilidades estd en mejores condiciones de resolver
problemas aplicando los conocimientos adquiridos. También es importante promover
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actitudes positivas hacia las Matematicas, actitudes de reto cuando se enfrenta a un
problema y de paciencia y tolerancia hacia otros ritmos de trabajo y otras maneras de
afrontar los mismos problemas. Al contrario, con un modelo tradicional de ensefianza,
tiene menos posibilidades de desarrollar lo anteriormente expuesto, en este modelo el papel
del alumno se reduce a escuchar y atender a las explicaciones del maestro.

Es necesario tener un continuo acercamiento con las ideas del enfoque de
resolucion de problemas a través de la interaccion con otros docentes que
compartan las mismas inquietudes, leer textos que traten estos temas e intentar
conocer a fondo la propuesta a través de los materiales de apoyo o de cursos de
actualizacion en donde se discutan estas concepciones.

Es importante que el maestro se cuestione de manera constante su quehacer
docente y el proposito final de educar a los alumnos

Pero sobre todo se requiere una actitud abierta hacia los cambios, un saber
desprenderse del pasado y de las programaciones que tenemos sobre lo que es
el aprendizaje de las Matematicas, una constante reflexién sobre lo que
hacemos y un estado de alerta continuo a lo que en realidad mueve nuestra
forma de pensar y de actuar en las clases de Matematicas.

2.1.2 El dominio del contenido a ensefar

El dominio del contenido a ensefiar es una demanda de cualquier forma de ensefianza. No
obstante, en una ensefianza tradicional los alumnos por lo regular deben estar callados y
atentos, el maestro elige la situacion a resolver y la manera en que hay que resolverse de ahi
que ejerza mas control en el saber que esta en juego.

En el enfoque de resolucion de problemas es necesario dominar el contenido porque, al
dejar que los alumnos resuelvan como quieran el problema y pasen al frente a explicar sus
procedimientos, el maestro no sabe la direccion exacta que tomara la clase.

Tener un conocimiento amplio del contenido a ensefiar le permitira al docente:

>
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Ninguna de las tareas anteriores resulta sencilla si no se comprende profundamente el
conocimiento que se esta trabajando.

La continua actualizacion del docente en cuestiones del contenido es un aspecto
clave en el éxito de su préactica. Puede hacerlo de manera autodidacta
acercandose a textos de Matematicas preferentemente aquellos que presentan la
materia con el enfoque de resolucién de problemas: los mismos libros gratuitos
de primaria, algunos de secundaria (entre ellos el Fichero de Actividades
Didacticas y el Libro para el maestro que la SEP entrega a los profesores de
Matematicas de Secundaria), el taller La ensefianza de las Matematicas en la
Escuela Primaria y algunos libros de la Biblioteca del Aula.

La interaccion con otros comparieros también es benéfica, puede organizar
reuniones de estudio en Juntas de Consejo o aprovechar otros momentos para
intercambiar opiniones.

Asistir a cursos en Centros de Maestros 0 a otras instituciones que brinden
cursos de actualizacion en los distintos temas de Matematicas le permitira
conformar un cuerpo sélido de conocimientos.

2.1.3 Comprension limitada del enfoque

El conocimiento y la comprension del enfoque de resolucion de problemas no es un
propodsito sencillo de alcanzar. Muchas ideas que corresponden a este enfoque no han
podido implementarse ni en el discurso, como el papel del error en la construccién de
saberes matematicos o la confrontacion de procedimientos y resultados para que los
alumnos confirmen o desechen sus hipotesis iniciales, ambas son concepciones que
dificilmente impactan en la practica.

Por otro lado, hay varias ideas conviviendo con las del enfoque y que los maestros
erroneamente le han adjudicado, tal es el caso de pensar que el uso de material concreto es
sinbnimo de trabajar con el enfoque cuando no siempre es asi, 0o bien que sélo los
problemas de la vida cotidiana son significativos para los alumnos, idea que tampoco es
esencial en esta forma de trabajo pues también puede trabajarse con problemas puramente
matematicos o de la fantasia infantil.

Es probable que la informacion contenida en los libros para el maestro no sea suficiente y
esto ha ocasionado que haya aspectos imprecisos en la incorporacion de la propuesta
curricular en el aula.
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Es necesario aunque no suficiente, leer con mucha atencion y cuidado la
seccion Recomendaciones didacticas generales contenida en los libros para el
maestro de Matematicas primero a cuarto o bien Aspecto generales del enfoque
didactico en los libros para el maestro de quinto y sexto.

También se sugiere acercarse a otros materiales de apoyo como los cinco libros
del Rincdn relacionados con las Matematicas y que en su introduccién incluyen
aspectos importantes para comprender el enfoque propuesto.

En esta lista de materiales de consulta hay que incluir el Taller La ensefianza de
las Matematicas en la escuela primaria. Y el Libro para el maestro de
Matematicas Secundaria que en su segunda edicion incluye un seccion
dedicada a la explicacion del enfoque.

Con respecto a los cursos que ofrecen diferentes instituciones cabe mencionar
que, si bien son muy recomendables, se debe acudir a ellos con cautela, es
probable que las personas que imparten dichos cursos tengan una comprension
limitada o incluso errénea del enfoque. El acercamiento critico a estos cursos
permitira tomar lo que realmente sea conveniente y desechar aquello que no lo
es, después de todo, siempre hay algo que aprender.

2.1.4 Conocimiento de la didactica de contenidos matematicos especificos

No basta con que el docente conozca de manera general el enfoque de resolucion de
problemas, también es necesario que tenga conocimiento de la secuencia didactica de
algunos contenidos especificos.

Por ejemplo, para el trabajo con las siguientes magnitudes que se estudian en la primaria:

longitud

area

volumen

capacidad

peso

Es importante que el profesor conozca la secuencia didactica plasmada en los materiales de

apoyo:

Comparacioén directa

!

Comparacion usando un intermediario

!

Medida con unidades no convencionales

'

Medida con unidades convencionales
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Conocer esta secuencia le permitird al docente advertir el sentido de muchas de las
actividades propuestas en los libros de texto y en los ficheros de actividades didacticas, de
esta manera podra obtener el mayor provecho de ellas al trabajarlas con su grupo.

Esto se aplica a otros contenidos matematicos tales como la adicidn, sustraccion,
multiplicacién, division, fracciones, decimales, sistema decimal de numeracion. No
obstante que las lecciones tienen en cuenta los lineamientos generales del enfoque, cada
secuencia plasmada en los libros de texto esta basada también en las investigaciones
particulares sobre el saber en juego.

Es importante que el maestro lea con cuidado y atencion las Recomendaciones
didacticas por eje incluidas en los libros para el maestro. Ademas, revisar las
lecciones correspondientes a un tema, analizarlas y tratar de comprender el
proposito y sentido de cada una asi como ubicarla dentro de la secuencia
didactica completa.

Para algunos contenidos, la secuencia didactica estd explicada en los libros: Los
nlmeros y su representacion, Lo que cuentan las cuentas de sumar y restar y
Lo que cuentan las cuentas de multiplicar y dividir. La secuencia para el
estudio de varios temas se encuentra en la primera y segunda parte del taller La
ensefianza de las matematicas en la escuela primaria.

Desafortunadamente no se cuenta con materiales similares para otros
contenidos, de ahi que el Unico recurso que se tiene es el analisis de las mismas
lecciones del libro de texto, o bien, en bibliografia especializada o incluso en
Internet. El acercamiento a estos materiales debe ser con cautela, aprendiendo a
distinguir lo que puede considerarse basado en el enfoque de resolucion de
problemas y lo que no sigue los lineamientos de éste.

El docente es un profesional que tiene a cargo una de las tareas mas delicadas e importantes
de la sociedad: educar a las generaciones futuras. Su tarea no puede tomarse a la ligera, no
puede improvisarse, debe hacerse con todo el rigor de una profesion, de ahi la importancia
de cumplir con estas demandas, no solo bajo la propuesta oficial para la ensefianza y
aprendizaje de las Matematicas sino para cualquiera que se decida seguir.

2.2. Caracteristicas del grupo

2.2.1 Grupos heterogéneos

Otra de las dificultades que podrian enfrentar los maestros se refiere a los diferentes ritmos
de aprendizaje de los alumnos y a los diferentes niveles de conocimientos previos con los
que cuentan. La heterogeneidad puede causar algunas situaciones como las siguientes:

¢ Algunos integrantes del equipo comprenden y actian més rapidamente dejando a otros
rezagados y muchas veces sin saber qué se esta haciendo.

¢ Algunos alumnos y/o equipos terminan mas rapidamente que otros y empiezan a
aburrirse o a indisciplinarse.
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Si se analiza con cuidado, podra observarse que el enfoque de resolucion de problemas es
mas adecuado para trabajar con grupos heterogéneos porque toma en cuenta las diferentes
formas de resolver un problema, en cambio, una explicacion grupal estd suponiendo que
todos los alumnos tienen el mismo nivel de conocimientos.

Para evitar que en un equipo los alumnos mas avanzados dejen rezagados a los
otros, se puede plantear el problema y dar tiempo para que cada uno lo trate de
resolver o lo resuelva individualmente. Después se forman los equipos y los
alumnos comparan al interior los intentos de resolucion o los resultados si ya
los tienen, de esta manera se evita que algunos alumnos estén totalmente ajenos
a lo que se discute por la falta de comprension debida a que procesan mas
lentamente la informacion del problema.

Si un equipo termina antes que los demas, una posible estrategia es contar con
un banco de actividades que no requieran supervision directa del profesor y en
la que los alumnos pueden emplear el tiempo esperando a que terminen sus
companeros.

Tener un Rincén de las Matematicas (como el que se propone en el libro de
segundo grado) que cuente con materiales como Tangram, geoplano, tarjetas
problema, fichas, dados, juegos de mesa, etc. Las actividades pueden estar
escritas en tarjetas:

Con las 7 piezas del tangram se forma un cuadrado. Ahora

forma cuadrados con:

1. Una pieza

2. Dos piezas

3. Tres piezas

4. Cuatro piezas

5. Cinco piezas
Dependiendo del tema y del conocimiento de los nifios el maestro puede
plantear nuevos retos a los alumnos que terminaron muy rapido debido a que el
nivel de dificultad fue bajo para ellos; una estrategia es llevar preparados
problemas con un grado de dificultad mayor, por ejemplo, aumentando el rango
numérico, o cambiando el tipo de numeros (de enteros a fracciones o
decimales).

Inténtalo con 6 piezas jes imposible!
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2.2.2 Grupos indisciplinados

Cuando los alumnos trabajan con este enfoque la gestion es dificil, podria generarse un
ambiente de indisciplina que no s6lo impacienta al profesor de grupo sino que suele ser
molesto para los grupos vecinos. Parece ser que el trabajo individual o incluso el grupal son
preferidos por los maestros sobre el trabajo en equipo porque les da mas control de grupo;
en el grupal incluso se busca homogeneizar los ritmos de trabajo de los alumnos
argumentando que esto ahorra tiempo.

La “falta de disciplina” puede concebirse de varias maneras y tener diferentes factores que
la causan. Es probable que al trabajar en equipo una actividad o un juego se escuche
“ruido” en el salon de clase. Es importante observar si ese ruido se debe a la discusion que
tienen los alumnos que estan enfrascados en la actividad o a su entusiasmo por el juego
propuesto, en este caso puede decirse que esto no es en realidad indisciplina sino una
consecuencia natural de esta forma de trabajo en la cual los alumnos no siempre estan
callados oyendo explicaciones del maestro.

También es muy probable que la falta de disciplina lo sea realmente, es decir, que no se
trate del ruido hecho al trabajar sino de que, en verdad, los alumnos se estén dedicando a
otros asuntos que no corresponden a la actividad, por ejemplo, platicar de asuntos
personales, hablar en un tono alto de voz o pararse de su lugar y crear un ambiente
demasiado relajado. En este caso hay que analizar si la situacion propuesta:

¢ No es una actividad que los motive

¢ Es demasiado facil (la resuelven y se ponen a hacer otras cosas)

¢ Es demasiado dificil (no tienen idea de como iniciar la resolucion)

¢ Es incomprensible (no saben lo que tienen que hacer)

Los problemas propuestos en los libros de texto no siempre retnen las caracteristicas para
que en cualquier grupo resulten adecuados en cuanto nivel e interés, de ahi que no se debe

confiar ciegamente en que cualquier actividad del libro de texto serd una buena actividad
para el grupo en cuestion.

Si la indisciplina se debe a la naturaleza de la actividad hay que platicar con los
alumnos y tratar de que tomen conciencia de las molestias que podemos causar
a los grupos vecinos e incluso a los comparieros del mismo grupo. Puede, al
inicio del curso, elaborarse democraticamente una lista de las reglas de
comportamiento para cuando se trabaje en equipo, escribirla en un tamafio
adecuado y dejarla en un lugar visible en el salon.

En los casos en que la actividad no resultd interesante, fue muy facil o muy
dificil, el maestro tiene que tomar la decision de hacer los cambios pertinentes,
por ejemplo:
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+ Motivarlos mostrandoles, de alguna manera, la utilidad, importancia o interés
de la actividad

¢ Aumentar el grado de dificultad para que realmente sea un reto para el
alumno.

+ Disminuir el grado de dificultad para que los alumnos puedan acceder a ella
¢ Explicarla.
+ En caso extremo, suspenderla y cambiarla.

A este respecto es necesario que el maestro haya revisado con antelacion la
actividad y, conociendo a sus alumnos, determine la manera de trabajarla; una
buena planeacién aumenta las probabilidades de éxito. Es importante aclarar
que de ninguna manera se esta invitando a que, si la leccion esta dificil se trate
de “evitar el error” diciéndole al alumno cémo debe resolverla 0 mostrandole
un problema tipo. Se trata mas bien de analizar si la actividad cumple con las
condiciones de representar un verdadero reto, comprensible para el alumno y de
que éste cuente con al menos una forma de resolverla de acuerdo con sus
conocimientos previos.

2.2.3 Grupos numerosos

Uno de los obstaculos mas grandes para aplicar el enfoque es la dificultad de gestionarlo en
grupos numerosos en los que parece que se pierde el control tanto de la disciplina como de
la garantia de que todos estan aprendiendo.

No obstante los grupos numerosos representan un problema no so6lo en esta forma de
trabajo sino en cualquiera otra y trabajar de manera tradicional con estos grupos de ninguna
manera garantiza que todos los alumnos aprenden por el simple hecho de que parezca que
estan poniendo atencidn a lo que el maestro explica.

Muchas de las actividades propuestas pueden trabajarse con grupos numerosos
pero otras no, para estas Ultimas puede dividirse al grupo en dos partes y poner a
trabajar a la mitad del grupo en una actividad que no requiera la supervision
directa del maestro mientras él trabaja con la otra mitad; luego intercambia los
papeles.

2.3. Gestidn de las actividades

2.3.1 Uso del libro de texto y del fichero de actividades didacticas

Los materiales de apoyo oficiales como el libro de texto y el fichero de actividades son los
portadores de la propuesta de trabajo, en ellos se concretizan los lineamientos del enfoque y
de la didéactica de los contenidos.

Las lecciones del libro de texto fueron pensadas y elaboradas para auxiliar al maestro en
sus clases diarias, no obstante se sabe de la dificultad que los maestros tienen al trabajar el
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libro de texto y la falta de comprension hacia el papel que juegan las actividades ahi
propuestas.

Algunos docentes tienen una especial preocupacién por evitar que los alumnos se
equivoquen al resolver las lecciones, es decir, consideran que las lecciones tienen
actividades para aplicar el contenido que se va a trabajar, asi que muchos deciden trabajar
el contenido antes de resolver el libro, lo cual no fue precisamente lo que planearon los
autores de los textos. Muchas de las actividades del libro de texto son para construir, por
ello se debe dejar que los nifios se acerquen a ellas y las resuelvan con sus conocimientos
previos, incluso si son erréneos, el momento de confrontacion y validacion sera una
oportunidad para trabajar con esos errores que, vistos desde este enfoque, forman parte del
proceso de aprendizaje del alumno.

Antes de trabajar una leccion es necesario que el docente la resuelva y la
analice. Al resolverla podra prever si el nivel de dificultad es adecuado para sus
alumnos, los posibles procedimientos que podran usar, los errores que pueden
cometer. También estara en mejores posibilidades de decidir qué partes va a
trabajar en equipo, en parejas, individual o grupal. Sabra en cudles momentos
conviene hacer una confrontacion y cuales actividades puede dejar de tarea sin
que esto ocasione dificultades.

También es importante que los estudiantes traten de resolver las lecciones
haciendo uso de sus conocimientos previos, no importando que se equivoquen,
en el momento de la confrontacion y con las orientaciones del profesor seran
los mismos nifios quienes validaran los aciertos e identificaran los errores.

2.3.2 Falta de tiempo

Para trabajar este enfoque se requiere mucho tiempo y es probable que los maestros piensen
que, si deciden aplicarlo, no terminaran el programa de estudio. Algunos maestros regresan
a practicas tradicionales por la falta de tiempo para trabajar con el enfoque de resolucion de
problemas. Pareciera que es mas importante cubrir un programa en lugar de poner en
primer plano el aprendizaje de los alumnos, no tiene caso ensefiar con el modelo aprendo-
aplico porque les “ahorra tiempo”, si se reflexiona al respecto se vera que esto es un
autoengario.

Por otro lado, si bien es cierto que esta forma de trabajo demanda mas tiempo que la
identificada como “tradicional” también es cierto que esto puede deberse a una mala
organizacion del trabajo, del grupo y del contenido a ensefiar.

Una buena costumbre es revisar con anticipacion la leccion o la actividad a
trabajar para decidir como organizar la clase, es decir, planear con sumo
cuidado la manera en que se invertira el tiempo. De antemano se sabe que la
planeacion no siempre puede llevarse a cabo tal y como se previno pero es
mucho mejor que llegar a improvisar la clase.
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Pero, ante este problema, lo primordial es preguntarse qué es lo mas importante:
que los alumnos construyan un conocimiento que tenga sentido para ellos o que
se cubra un programa de estudios a como dé lugar, incluso sacrificando la
comprension de los nifios.

2.3.3 Falta de comprension lectora

Otro obstaculo para dejar trabajar a los alumnos solos es la falta de comprension lectora
que tienen. Los alumnos no entienden lo que leen y por ello muchas veces no saben qué
hacer.

Ante este problema es muy importante tener paciencia y, en un principio,
dedicar un tiempo a tratar de desarrollar en los alumnos esta comprension. Una
estrategia es repartir a los alumnos que leen mejor entre los equipos y
nombrarlos para que ellos lean en voz alta la actividad mientras los demas
siguen la lectura, es probable que esto tarde en funcionar pero no tiene ningun
sentido abandonar la practica de que los alumnos lean porque no saben leer, se
caeria en un circulo vicioso.

Otra estrategia es que al iniciar un nifio lea en voz alta lo que se tiene que hacer,
y se dediquen algunos minutos a preguntar a los alumnos lo que entendieron
que tenian que hacer, si bien es cierto que hay que dedicar tiempo a esto
también lo es el hecho de que poco a poco los alumnos aprenderan el lenguaje
de las consignas de los libros de texto y desarrollardn la comprension del
mismo. Es cuestion de paciencia y tolerancia, poco a poco se veran los
resultados.

También puede disefiarse tarjetas con actividades de comprension lectora en
donde se escriban instrucciones sencillas como:

Traza un circulo
y dentro de él
un triangulo

Y detrds de la tarjeta la solucion para que el mismo nifio se dé cuenta si
comprendid la instruccion. También puede hacerse como actividad diaria que
el maestro escriba una instruccion sencilla en el pizarron, los alumnos lean en
silencio y lleven a cabo la actividad, después se comenta.

La comprensidn lectora es imprescindible para el aprendizaje de cualquier area
de conocimiento.
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2.3.4 Dificultad para trabajar en equipo®

El trabajo en equipo es dificil de gestionar cuando el grupo no esta acostumbrado a esta
forma de organizar la clase. A veces en los equipos hay algun o algunos alumnos que hacen
el trabajo de los otros mientras estos Ultimos solo esperan a que “el listo” diga como hacer
o cudl es el resultado para anotarlo sin que haya discusion al interior del equipo. Otros
problemas que se reportan es el hecho de que se pierde tiempo en lo que los alumnos
forman los equipos y de que en general el ambiente de clase es indisciplinado.

A pesar de ser una de las principales caracteristicas del enfoque propuesto, los materiales
oficiales no aportan muchos elementos para que el maestro lleve a cabo esta modalidad de
organizacién del grupo ni se aporta sugerencias de solucion a posibles dificultades que
puedan surgir. Parece ser que se suponia que la simple disposicion espacial y el
planteamiento del problema darian lugar a que los alumnos realmente hicieran un trabajo de
equipo, la realidad es muy distinta. El trabajo en equipo es complejo y su éxito depende de
muchos factores, es dificil de gestionar en el aula escolar y no se da de manera natural entre
los alumnos. La realidad es que si no se ha fomentado esta forma de trabajo, los
estudiantes rara vez interacttan entre ellos para llegar a soluciones.

Entre los factores que influyen en el trabajo en equipo esta, sin lugar a dudas, la situacion
problemética propuesta. No todas las actividades promueven realmente el trabajo en equipo
por eso es importante hacer una seleccion adecuada de las mismas. También influye la
habilidad que el maestro tenga para conformar los equipos y para intervenir cuando esta
monitoreando su trabajo. Otro factor importante es la madurez del grupo para esta manera
de organizarse, madurez que se puede alcanzar con un trabajo adecuado.

Es posible que haya alumnos que no quieran trabajar en equipo porgue no se saben integrar,
0 que haya alumnos que no los acepten en ningln equipo; que haya equipos que no trabajen
en conjunto sino que cada uno lo esté haciendo individualmente; que haya alumnos que
estén esperando lo que otro hace para copiarle; que haya alumnos que, aprovechando la
disposicion del mobiliario, se pongan a platicar de otros asuntos; alumnos que funjan como
dictadores al interior del equipo, etc.

Se sugiere mucha paciencia a este respecto. Es muy probable que los alumnos
tarden en aprender a trabajar en equipo y que haya muchos ajustes antes de que
comprendan y lleven a cabo de la mejor manera esta modalidad de trabajo.

Tratar de concienciar a los alumnos: todos son responsables del trabajo y cada
uno debe aportar ideas. Una buena estrategia es decir a los alumnos que se
elegird al azar al integrante para pasarlo al frente en el momento de la
confrontacién y es responsabilidad del equipo asegurarse que todos seran
capaces de explicar frente al grupo el procedimiento que utilizaron. Cada
alumno debe sentir su participacion como necesaria e importante.

Insistir en esta modalidad de organizacion variando los integrantes del equipo
hasta notar que un trabajo cooperativo y colaborativo. A este respecto es de
suma importancia el conocimiento que el maestro tenga de los alumnos. Habra
ocasiones en que funcione que cada quien elija con quien quiere trabajar, en
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principio se puede probar esta forma, pero también es bueno formar equipos de
trabajo tratando de que los alumnos mas adelantados queden con otros
rezagados cuidando que los primeros no tomen el papel de lideres o dictadores.

2.3.5 Complejidad del momento de validacion y confrontacion de resultados

Este es uno de los aspectos mas dificiles de implementar en la practica. Muchas veces los
alumnos saben mas de lo que pueden explicar. La comunicacion de procedimientos y
resultados a los comparfieros es una habilidad que también debe desarrollarse. Poco a poco
los alumnos seran mas explicitos. Muchos alumnos, ante la indicacion: Explica como
encontraste el resultado, dan respuestas como:

¢ Pensando

¢ Viendo y pensando

¢ Calculando

+ Multiplicando

Respuestas que estan muy lejos de ser lo que se espera.

Otro punto muy relacionado con el anterior pero que implica ain mas es el de la validacion
de resultados, es decir, explican el procedimiento y escuchan otros procedimientos pero si
se llega a resultados diferentes hay que tratar de validar el que sea correcto, tarea nada facil
para los nifios.

Un obstaculo a vencer es la falta de habito de los alumnos a escuchar lo que sus
compafieros dicen; es probable que los nifios guarden silencio cuando el maestro habla,
debido al contrato didactico que por afios han manejado, pero puede ser que cuando el
compafiero habla no se ponga la atencion debida. Saber escuchar es una habilidad y como
tal se puede desarrollar.

Hay que insistir con los alumnos en que sean mas explicitos al platicar sus
procedimientos, pasar a los comparieros que han desarrollado mas su habilidad
de comunicacién oral para que los deméas escuchen y con el tiempo, poco a
poco, todos los alumnos logren explicitar sus procedimientos de resolucion.

Por ejemplo, ante la respuesta Pensando, seguir cuestionado sobre ¢pensando
qué? o ¢qué pensaste?. Al explicar a otros un procedimiento el alumno aprende
a poner en orden su pensamiento y toma conciencia de lo que hizo.

Una estrategia didactica que puede seguir el maestro es responsabilizar a los
alumnos de los procesos de validacion, devolverles a ellos esta tarea. En lugar
de que sea el docente quien diga a los alumnos si estan bien o mal, plantear
preguntas como:

- Lety, ¢qué opinas de lo que hizo (o dijo) Juan?
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- ¢ Qué opinan de lo que hizo este equipo?

Por otro lado, es probable que la misma actividad no tenga la riqueza didactica
para dar lugar a una buena confrontacion. Es importante que el maestro valore
cuando es pertinente la confrontacion y validacion grupal y cuando no es
necesaria. No todos los dias y en todas las actividades debe llevarse a cabo.

2.4. Condiciones externas

En este tipo de obstaculos y dificultades es en donde se tiene menos probabilidad de
incidencia. La falta de continuidad en el trabajo se refiere al hecho de que algunos
maestros apliquen o traten de aplicar el enfoque de resolucion de problemas y otros no,
implica un problema en el sentido de que los profesores sienten que su trabajo no tendra
continuidad, de que pueden perjudicar a los alumnos mas que beneficiarlos porque los
desestabilizan.

La presion de los padres de familia puede representar un fuerte obstaculo. Los padres,
desde su concepcion de lo que es aprender Matematicas, piensan que los alumnos no estan
aprendiendo cuando no queda algun registro en los cuadernos o en el libro, muchos
catalogan al mejor maestro como el que llena cuadernos con muchos ejercicios.

No obstante que en el enfoque se invita a considerar los procedimientos de los alumnos, los
errores, sus argumentos de validacion, en las evaluaciones externas no se dan cabida a
todos estos aspectos y lo que se pide son resultados correctos. De ahi que piensen que
siguiendo una educacion tradicional tienen méas probabilidades de que sus alumnos
aprueben dichos examenes.

Es curioso que si con el enfoque de resolucion de problemas se desarrollan tantas
habilidades sin descuidar los contenidos se piense que los alumnos salen mal en las
evaluaciones externas precisamente porque “aprendieron con el enfoque”, si se profundiza,
seguramente hay alguna otra situacion que no esta permitiendo al alumno contestar
correctamente su examen, incluso es probable que contesten mal el examen porque no se
aplica de manera adecuada el enfoque propuesto.

La falta de espacio e inadecuado mobiliario escolar también son dificultades para aplicar el
enfoque propuesto. Hay escuelas en que las bancas de los alumnos no permiten la
organizacion en equipos porque estan pegadas al piso o porque el espacio es tan pequefio
que s6lo pueden acomodarse en filas.

Se puede aprovechar las Juntas de Consejo para platicar acerca del enfoque y de la
importancia de tratar de que haya continuidad en el trabajo. También es atil e
importante dar a conocer a los padres la manera en que se esta trabajando y, sobre
todo, hacerlos vivir esta forma de ensefiar Matemaética, esto también es benéfico para
orientarlos acerca de cdmo apoyarlos en las tareas Por otro lado, hay que enfrentar al
alumno a exadmenes de todo tipo, después de todo también forman parte de los
problemas a los que se enfrentara en su vida, por ejemplo, cuando haga examenes para
ingresar a una escuela de nivel medio. Si no se puede trabajar en equipo porque el
mobiliario no lo permite, los alumnos pueden trabajar en parejas o incluso en ternas
para generar las discusiones.
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Comentario final

No obstante que al intentar aplicar el enfoque de resolucion de problemas para la ensefianza
y el aprendizaje de las Matematicas el maestro puede enfrentar varios de los problemas
mencionados, es de suma importancia valorar que con este enfoque el principal beneficiado
es el alumno: no so6lo adquiere conocimientos sino que desarrolla habilidades y actitudes,
entre ellas un gusto especial por la materia. A los alumnos les gusta el ambiente que se
genera y esperan con entusiasmo sus clases de Matematicas.

Se invita al docente a que pruebe esta forma de trabajo, poco a poco, quizés en un principio
con los temas en los que se sienta mas seguro o con aquellos para los que conoce una buena
actividad o juego. Notara los cambios que se producen en el aula y en los alumnos y vera
que vale la pena hacer un esfuerzo, recuérdese que lo mas importante no es cubrir un
programa, ni terminar un libro, ni quedar bien con los padres o salir bien en las
evaluaciones externas, lo mas importante son los alumnos y hacia su beneficio deben estar
encaminadas las acciones de la practica del docente.

! Las investigaciones realizadas por Avila y Block constituyen dos importantes fuentes del estudio
del impacto de la reforma de la ensefianza de las Matematicas, varias de las ideas plasmadas en este
documento provienen de estas investigaciones. Para el lector interesado en profundizar mas al
respecto, las referencias completas son:

Avila, A. et. al. (2004). La reforma realizada. La resolucion de problemas como via de aprendizaje
en nuestras escuelas. México, SEP.

Block, D., et. al. (2004). Papel del taller “La Ensefianza de las Matematicas en la Escuela
Primaria”. En los procesos de apropiacion de la propuesta curricular de 1993. Investigacion
financiada por la Coordinacién General de Actualizacion y Capacitacion para Maestros en Servicio
(lo que hoy es la Direccién General de Formacién Continua de Maestros en Servicio).

2 Libro para el maestro. Matematicas. Cuarto grado. (SEP)
* Libro para el maestro. Matematicas. Cuarto grado. (SEP)
* Libro para el Maestro. Matematicas. Primer grado. (SEP)

> En el libro para el maestro de quinto y sexto grado se explica en qué consiste cada una de estas
habilidades.

® Para el lector interesado en lo relacionado con el trabajo en equipo se recomienda la tesis de
maestria presentada en 1997 por Juan Leove Ortega: El trabajo en equipo como un espacio de
socializacion del conocimiento matemético: una experiencia con maestras y maestros.
Departamento de Investigaciones Educativas del CINVESTAV.
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Ensefa a resolver problemas aritméticos con ayuda de representaciones

Fortino Escarefio Soberanes

¢Cual es el papel de la resolucion de problemas en el salon de clases? ;Qué estrategias
didacticas deben emplearse para hacer de nuestros alumnos buenos resolutores de
problemas?

Con frecuencia los maestros manifiestan su preocupacion porque sus alumnos no saben
resolver problemas. “Los nifios tienen dificultades para entender los problemas escritos”;
“parece que pueden resolver algunos problemas aritméticos que enfrentan en su vida
cotidiana, pero no los que se le plantean en la escuela”; “cuando les planteo un problema,
muchos alumnos me dicen: ‘digame qué operacion tengo que hacer y entonces si lo

resuelvo’.

Sin embargo, no es comun ver que a esta preocupacion le siga una puesta en practica de
alguna estrategia de ensefianza que ayude a los alumnos a que desarrollen habilidades de
resolucion de problemas. Generalmente se espera que los alumnos adquieran esa habilidad
por si solos. Las razones que se dan son diversas. La que los profesores esgrimen mas a
menudo es que siempre estan presionados por la gran cantidad de contenidos que tienen que
ensefiar para que los alumnos puedan enfrentar los problemas del siguiente nivel educativo.
La demanda por cubrir el material es grande, y aunque la mayoria de los profesores estaria
de acuerdo en que el uso de una diversidad de estrategias y recursos es ventajoso, muchos
creen que este proceso es un lujo que no pueden darse por las restricciones que les impone
el tiempo.

En este articulo partimos de la premisa de que es mucho mejor destinar tiempo a trabajar
pocos problemas, desde diversas perspectivas, que resolver muchos usando una misma
estrategia. El primer acercamiento es particularmente valioso si las soluciones provienen de
las ideas e intuiciones de los alumnos. Por una parte, si las soluciones tienen este origen, los
alumnos se sentirdn capaces de usar Sus propios recursos para dar sentido a nuevas
situaciones matematicas y tendran mas confianza en sus propias habilidades. Por otra parte,
al usar una sola estrategia para resolver muchos problemas, se corre el riesgo de que los
alumnos la tomen como una receta que no entienden y consecuentemente no pueden
aplicarla en la resolucién de los demas problemas.

El punto de vista de Polea

El matemético mas conocido por su conceptualizacion de las mateméaticas como resolucion
de problemas y por su trabajo por hacer de la resolucién de problemas el centro de la
ensefianza de las matematicas es George Polya. De hecho, la mayoria de las investigaciones
sobre resolucion de problemas en los pasados 25 afios y gran parte de la investigacion
actual ha “redescubierto” a Polya y usa su trabajo como punto de partida. Su obra “Como
plantear y resolver problemas” (How to Solve It, 1957) es referencia obligada en el enfoque
de ensefianza basada en la resolucion de problemas.
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Segun Polya, resolver problemas significa “hacer problemas”, con énfasis en el
descubrimiento; el uso de estrategias de resolucion de problemas ayuda a entender mejor un
problema o a avanzar en su solucion. Algunas de las estrategias que propone para resolver
problemas son: considerar un problema mas simple, reformular el problema, descomponer
el problema, utilizar figuras, esquemas, diagramas o listas ordenadas, explorar problemas
relacionados, usar la deduccion ldgica, los procedimientos de aproximaciones sucesivas, de
ensayo Yy error y trabajar hacia atras.

Polya establecio cuatro fases en la resolucion de problemas: comprension del problema,
establecimiento de un plan de resolucién, ejecucion del plan y visidn retrospectiva. Debe
observarse que estas fases son muy generales y flexibles y menos lineales y rigidas que las
que se proponen en algunos libros de texto y que supuestamente las han adoptado. Segln
Polya, el proposito principal que debe tener en mente el profesor que ensefia matematicas
debe ser desarrollar habilidades para resolver problemas. En primer lugar, los problemas
que plantee deben ser adecuados: ni muy faciles ni muy dificiles; deben ser naturales e
interesantes, que desafien la curiosidad de los alumnos; debe destinar un tiempo suficiente
para presentarlos adecuadamente; finalmente, debe prestar ayuda a los alumnos, ni tan poca
que no les permita avanzar; ni demasiada, que los limite a ser espectadores.

La planeacion de la ensefianza centrada en problemas requiere tiempo y cuidado. La
resolucion de problemas no debe considerarse una unidad de estudio a la que se le destina
un tiempo determinado para luego olvidarla por el resto del curso, sino que debe integrarse
a todos los temas y trabajarse continuamente.

Al momento de enfrentar un problema, los alumnos llevan varios niveles de conocimiento,
comprension y habilidades, lo cual debe aprovecharse para que a todos les quede claro que
los problemas pueden resolverse de varias maneras. Al examinar y discutir las estrategias
utilizadas por alumnos diferentes, deben sefialarse los vinculos entre esas estrategias y los
conocimientos aplicados en la resolucion del problema en cuestion.

La resolucion de problemas debe tener sentido para los alumnos

En la vida cotidiana, las personas escolarizadas y no escolarizadas utilizan estrategias que
normalmente no se usan en la escuela (Hiebert, 1992). Si a los alumnos se les da la
oportunidad de que utilicen procedimientos inventados por ellos mismos, se propicia que el
trabajo escolar se realice en un nivel de abstraccion tal que los alumnos pueden
desempefiarse con eficacia. Paralelamente, se propicia el surgimiento de multiples formas
de obtener una misma respuesta, con lo que se cumple con una meta importante del enfoque
de resolucién de problemas.

Si los alumnos resuelven los problemas colaborativamente, compartiendo ideas,
estructurando explicaciones y dando sentido a las ideas de los otros, pueden convencerse de
que los problemas pueden resolverse en mas de una forma. Las investigaciones han
mostrado que en las aulas en que se discuten multiples soluciones a los problemas se tienen
mayores niveles de aprovechamiento (Carpenter et al., 1989); que los alumnos que utilizan
estrategias intuitivas son méas exitosos que los que no lo hacen (Kieran, 1992) y que los
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profesores deben propiciar que los estudiantes construyan sus conocimientos sobre sus
ideas intuitivas (Battista y Larson, 1994).

Los profesores necesitan alentar a sus alumnos a que lean y encuentren sentido a los
problemas y evitar la ensefianza los estilos de ensefianza basados en recetas, como el
siguiente: “Leti tiene 5 faldas y 4 blusas, ;de cuantas maneras distintas se puede vestir
Leti?, el diagrama con que se resuelve es tal y se procede de la siguiente manera”

El plan de estudios de educacion bésica introdujo hace ya mas de diez afos el enfoque de
resolucion de problemas en los programas de matematicas. Para fortalecer este enfoque, la
Secretaria de Educacion Publica ha elaborado una diversidad de materiales de apoyo a la
ensefianza: Libros para el maestro, ficheros, lecturas para los profesores, etcétera. Sin
embargo, la cuestion persiste, los profesores tienen dificultades para aterrizar el enfoque,
quiza porque las propuestas de solucidn que se han ofrecido son demasiado ambiciosas.

La propuesta que se presenta en este articulo consiste en que el profesor use de modo
sistematico diversas representaciones (tablas, graficas, diagramas, esquemas, dibujos, etc.)
que ayuden a los alumnos entender los problemas aritméticos que se les plantean. Partimos
de la idea de que una de las capacidades mas importantes que los alumnos deben desarrollar
en la escuela es la de poder reproducir las relaciones fundamentales entre los datos de un
problema mediante algun tipo de representacion y de este modo utilizar alguna estrategia de
solucion. Si bien la forma de hacer estas representaciones es personal, pues depende de la
manera propia de interpretar el problema, hay algunas ideas generales que pueden y deben
ensefarse a los alumnos y que de practicarse sistematicamente, pasaran a formar parte del
acervo de recursos técnicos a utilizar en la resolucion de problemas. En este punto se
centrara el presente trabajo.

Campistrouz y Rizo (1993) sugieren que en la escuela primaria se utilicen de modo
sistematico cuatro tipos de representaciones: lineales, tabulares, conjuntistas y ramificadas
para establecer el significado practico de las operaciones aritméticas y como base para
comprender y dar sentido a la resolucion de problemas aritméticos. En lo que sigue se
presentan algunos ejemplos de su uso. Se destina un apartado al uso de las representaciones
en el establecimiento del significado de las operaciones aritméticas con nimeros naturales y
fraccionarios y otro mas para dar sentido a la resolucion de problemas aritméticos. Muchos
de estos problemas han sido tomados de los libros de texto gratuitos de 3°, 4°, 5° y 6° grados
de educacion primaria de la SEP (en lo que sigue, se designaran con la abreviatura LTG);
otros mas son adaptaciones de problemas del libro Proyecto de Inteligencia “Harvard”, (que
designaremos con la abreviatura PIH) de Miguel Megia (1992), los cuales se incluyen
porgue consideramos que su tratamiento puede ser provechoso para los profesores.

El significado de las operaciones aritméticas
Para establecer el significado de las operaciones aritméticas resulta muy conveniente
utilizar la relacion parte-todo. Esta relacion conecta al conjunto completo (el todo) con los

subconjuntos que lo conforman (las partes). En el dominio de los nimeros naturales, esta
relacion que se establece entre cantidades tiene las siguientes propiedades:
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TODO (T)

P1 Pz Ps

e Ladescomposicion del todo da lugar a dos 0 mas partes.
e Lareuniodn de las partes da como resultado el todo.
e Eltodo es mayor que cualquiera de sus partes.

La relacion parte-todo puede ilustrarse mediante representaciones lineales simples, por lo
que resulta muy util su uso en el establecimiento del significado de las cuatro operaciones
aritméticas fundamentales, como se vera a continuacion.

Significados de la adicion y sustraccién de nimeros naturales

1. Primer grupo de significados
1.a. Dadas las partes, hallar el todo.

Pi+P,=T
1.b. Dado el todo y una de las partes, hallar la otra parte.
T- Pl = Pz
T-P,=P;
P1 P2
— —
~_—
T

La representacion lineal es la misma, lo que cambia es lo que se quiere encontrar.

e Leti y Ana contaron que el zooldgico es muy bonito. Ahora todos los nifios quieren
visitarlo. Estan juntando dinero para alquilar un autobus. La semana pasada se
juntaron $125 y esta semana $353. ;Cuanto dinero se ha reunido para el autobus?
(LTG, 3er grado, Pag. 63.)

Se dan las partes y se quiere encontrar el todo.
125 + 353 = 478

125 353

e Luis, Modnicay Tofio van a colocar 25 hojas en un lazo. Luis dice: Puse 19, me falta
agregar (LTG, 3er grado, Pag. 36-37.)

25

19 &7
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Se da el todo y una parte y se quiere hallar la otra parte.
25-19=6

2. Seqgundo grupo de significados
2.a. Dada una parte y el exceso de otra sobre ella, hallar la otra parte.

P,+E=P;
2.b. Hallar el exceso de una parte sobre otra, o dada la parte y su exceso sobre otra, hallar la
otra parte.
Pi1-P,=E
Pl -E= Pz
P E

P2

Este significado puede reducirse al primero ya que una parte es igual a parte de la otra. En
este caso la representacion puede ser la siguiente:

P2 E

P1

Obsérvese que la parte mayor puede ser considerada como un todo.

e El papay el tio de Paco son granjeros. Su papé tiene 16 vacas y su tio tiene 8 mas.
¢Cuantas vacas tiene el tio de Paco? (Variante de un problema del LTG, 3er grado,

Pag. 96.)
i?
: Se da una cantidad y el exceso de otra, para hallar la
i 8 otra.
16+8=24
16

e Toflo, Mdnica e Itzel cuentan los frijoles que hay en varios frascos. Tofio cont6 160;
Monica 320, e Itzel 2100. ;Cuéntos frijoles mas conté Mdnica que Tofio? (LTG, 3er
grado, Pag. 41)

320 Dadas dos cantidades, hallar cuanto excede una de la
| otra.
160 i? + 320-160 =160

80



e Arturo tiene una caja con 130 canicas. El tiene 80 canicas mas que Luis. ¢Cuéntas
tiene Luis? (Matematicas 3er grado, Editorial Pueblo y Educacion, Cuba).

130 Dada una parte y su exceso sobre la otra, hallar la
, otra.
bg? 80 130-80 =150

Obsérvese que en los dos altimos problemas se utilizé la palabra mas; sin embargo, los
problemas son de sustraccion. Es conveniente considerar este tipo de problemas con el fin
de desalentar la practica comun de los alumnos que consiste en tratar de “adivinar” la
operacion que debe realizarse, con base en las “palabras claves” que aparecen en el
enunciado de los problemas.

Significados de la multiplicacion y divisién de nimeros naturales

Cuando las partes del todo son iguales, se pueden establecer algunos significados para las
operaciones de multiplicar y dividir mediante la relacion parte-todo.

1. Significados de la multiplicacion
1.a. Reunion de partes iguales para hallar el todo (suma de sumandos iguales).
1.b. Dado el nimero de partes y el contenido de cada parte, hallar el todo.

axb=T

2. Significados de la divisién

2.a. Division partitiva: el todo se reparte en partes iguales (cuanto le toca a cada uno o cual
es el contenido de cada parte)

2.b. Division tasativa: dado el todo y el contenido de cada parte, hallar el nimero de partes
(cuéntas veces cabe la parte en el todo).

T+b=a

T Hay a partes y en cada una hay b cosas
Pl = Pz = P3 = P4

P4 P2 P3 Pa

e Don Chon, el duefio del puesto de abarrotes, hace tablas para facilitarse las cuentas
(en la tabla se muestra que 1 kilo cuesta $12). ;Cuanto cuestan 6 kilos de frijoles?
(LTG, 3er grado, Pag. 99)

12+12+12+12+12+12=72 Suma de sumandos iguales o reunién de
0 bien 6x12=72 partes iguales para hallar un todo.
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e Anay Leti juegan al desfile. Leti dice: tengo que hacer 4 filas de 7 mufiecos cada
una. Mi desfile es de 4 x7 mufiecos. Es decir, de 28 muiiecos. (LTG, 3er grado,

Pag. 82)
i? Dada la cantidad de partes y el contenido de cada
parte, hallar el todo.
7 7 7 7 4x7=28

e Monica, Itzel, Luis y Tofio se van a repartir 64 canicas. ¢ Cuéntas crees que le
tocaran a cada quien: 12, 16, 18 0 20? (LTG, 3er grado, Pag. 120)

El todo se reparte en partes iguales (hallar
el contenido de cada parte. Division partitiva)

? 64 +4=16

64

4 partes

e Latia Lola pagd $60 por varios pares de calcetines. Cada par cuesta $12. ;Cuantos
pares de calcetines compro? (LTG, 3er grado, Pag. 99)

- Dado el todo y el contenido de cada parte, hallar el
nimero de partes (cuantas veces esta contenido el
12 todo. Division tasativa).
60+12=5
- _
TN

¢ Cuantas partes?

3. La multiplicacion como busqueda de multiplos

e Pedro tiene 8 canicas. Luis tiene el triple. ¢ Cuantas canicas tiene Luis?

Hallar un multiplo
cf 3x8=24

4. La divisiéon como fraccidn de una cantidad

e Juan tiene la cuarta parte de la edad de su papa. Si su papa tiene 40 afios, ¢qué edad

tiene Juan?
Hallar la fraccién (cuarta parte) de una cantidad. Esta
40 es una division tasativa: el todo (40) se reparte en 4
> partes iguales.
[P
40+4=10
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Hay otros significados de la multiplicacion y la division que no estan conectados
directamente con la relacion parte-todo. Por ejemplo:

5. Significado de area

axb

6. Restas sucesivas ¢Cuantas veces puede restarse el 3 del 12?
12-3-3-3-3=0

4
Se puede restar 4 veces el 3 3)12

7. Conteo (Hallar el nimero de formas en que puede hacerse algo).

Para el conteo se pueden usar diagramas de arbol o
ramificados. También se pueden usar tablas de doble
entrada.

a b c

1 a,1|b1]c 1

2 |a2]|b2|b2

e Resuelve las multiplicaciones que se indican para encontrar el resultados de
56 x 24. (LTG, 4° grado, Pags. 34y 35.)

50 6 Significado de érea:
50 x 20 =1000
20 50 x 20 6x20 50 x 4 = 200
4 50 x 4 6 x 4 6x20=120
6x4=24
Total =1344
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e Tengo 4 pantalones y 3 camisas. ¢Cuantas combinaciones diferentes puedo formar
con ellas?

c c ¢ Problema de conteo:
Pn<<0:' Pr<‘¢? P‘<< Gz 4 X 3:12

P4 P2 Ps

C1 |P1.C1|P2C1|P3 C1
Cz |P1,C2|P2,C2|P3C2

C3z |P1,C3|P2C3|P3C3

e De un tinaco de 120 litros voy a llenar cubetas de 8 litros hasta que el tinaco quede
vacio. ¢Cuantas cubetas puedo llenar?

120

8 Restas sucesivas
112 ----- 1 8 )IZO

8
104 ---- 2

Significados de las operaciones con numeros fraccionarios

Las operaciones con numeros fraccionarios tienen los mismos significados que los descritos
para los nimeros naturales. Sin embargo, debido a la naturaleza de las fracciones, las
operaciones, particularmente la multiplicacion y la division, revisten caracteristicas que hay
que tener en cuenta al abordar los problemas. Cuando se opera con fracciones estan
presentes también las unidades. Deberé tenerse cuidado de no confundir las unidades con el
todo generalmente son cosas distintas.

Significados de la multiplicacion y division de fracciones
El concepto de fraccion puede interpretarse como una relacion parte todo.

La fraccion es la razon entre la parte y el todo:
P

T T
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Desde esta interpretacion de la fraccion, pueden derivarse los siguientes tres problemas
basicos de multiplicacién y division de fracciones:

Parte | Todo | Fraccion
$? | |
| | o?
| ? |

8. Se conoce el todo v la fraccion y se quiere hallar la parte (problema de multiplicacion)
9. Se conoce la parte y el todo y se quiere hallar la fraccion (problema de division)
10. Se conoce la parte y la fraccion y se quiere conocer el todo (problema de division).

Ejemplos:
e Un circuito de carreras de automoviles tiene 12 km de longitud. Calcula la distancia

recorrida en % de vueltay en 2% vueltas. (LTG, 5° grado, Pag. 156.)

¢ Qué distancia?

e W
— —~
12 : -7
Dada la fraccién y el todo, hallar la parte.
&Qué distancia? 3 _
_ _ 2 x12=9
12 . 1
1 vez 2 veces I y media ; | 2—)(12 — 30
2

En el primer caso, la fraccion es menor que la unidad y la parte es menor que el todo. En el

segundo, la fraccion (2%) es mayor que la unidad y la parte es mayor que el todo.

e La carrera completa son 159 km. ¢Cuéntas vueltas habra que dar al circuito? (LTG,
5° grado, Pag. 157.)

- Se conoce la parte y el todo y se quiere hallar la
2| fraccion (problema de division).
— ——— S
¢Cuantas veces? @ :133 :131
12 12 4

La parte (159) es mayor que el todo (12) y la fraccidn es mayor que la unidad.

e Un equipo de béishbol gano 8 de los juegos celebrados, los que representaban las dos
terceras partes de ellos. ¢Cuantos juegos se celebraron? (Matematica, 5° grado,
Editorial Pueblo y Educacién, Cuba.)
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4Cusntos jusgos? Dada la parte y la fraccion, hallar el todo.

T
-~ — 2

8 8_—:12
3

e e ol
3 ] 3

Interpretamos el problema de la siguiente manera: si 2/3 de los juegos son 8 juegos, 1/3 son
4 juegos y 3/3 (el todo) es el triple de 4, es decir, 12.

Las representaciones como apoyo para estimar resultados de problemas de
multiplicacidn y division de fracciones

Si bien los programas de matematicas de educacion primaria no incluyen como contenido
explicito los algoritmos de la multiplicacién y la division de fracciones, los libros de texto
gratuitos plantean muchas situaciones en las que se aplica la idea de multiplicar o dividir
fracciones. Los alumnos pueden resolver (o estimar la solucion) de estos problemas, si
tienen una idea clara de los significados de estas operaciones. A continuacién se presentan
algunos ejemplos de este tipo de problemas, cuya solucién se estima tomando como base
las representaciones.

1 . . 1
e Una lancha recorre 305 km en una hora. ;Qué distancia recorre en 25 horas?

£ Qué distancia? 21 % 30£ _ 761
2 2 4

1 hora 2 horas | y media ! |

En 1 hora, la lancha recorre 30% kmy en 2 horas recorre el doble: 61 km. En media hora

recorre la mitad de 30%, es decir, poco mas de 15 km. Por lo que en 2% horas recorre poco

mas de 61 + 15 = 76 km.
e Una ciclista recorre 121 km en % de hora. (/Qué distancia recorre en una hora?

(Division partitiva.)

¢, Qué distancia? 121 +§ — 162
N 2 4
' )
124
1 1 1 1
4 4 4 4

. 1
Si en tres cuartos de hora recorre 125 km, en un cuarto de hora recorre la tercera parte; es

decir, un poco méas de 4 km. Y en cuatro cuartos de hora (1 hora) recorrera 4 veces 4 km, o
sea 16 km.
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3 .. : . :
e Una llave de agua da 3Z litros de agua por minuto. ¢En cuantos minutos da 32

litros? (Division partitiva.)

32

¢ Cuantas veces cabe?

Si la llave diera 4 litros por minuto, tardaria 8 horas en dar 32 litros. Como da un poco

menos que 4 litros (3%) tardara un poco mas de 8 horas.

Uso de representaciones para resolver problemas

En este apartado se ejemplifica la resolucion de problemas con apoyo de cuatro tipos de
representaciones: lineales, tabulares, diagramas de arbol o ramificados y conjuntistas. Al
momento de seleccionar problemas de los libros de texto gratuitos de la SEP para ilustrar el
uso de estas representaciones, encontramos muchos para las lineales; menos para las
tabulares, ain menos para los diagramas de arbol y ninguno para las conjuntistas.

Aunque la idea de este articulo no es dar a las formas de representacion categoria de tema
de estudio por si mismo, sino recomendar su uso flexible para facilitar la comprension de
los problemas como punto de partida para buscar estrategias de solucion, creemos que es
necesario abrir un espacio en la planeacion de las clases para incluir problemas como los
gue aqui se proponen, sin menoscabo de los que se plantean en los libros de texto gratuitos.

Representaciones lineales

Las representaciones lineales se utilizan, por lo general, cuando en el problema hay una
sola magnitud en juego, en especial cuando aparecen relaciones de parte todo.

Tienen diversas formas: pictograficas (se hacen reproducciones de los objetos que
intervienen), de segmentos, de rectangulos, entre otras. Los siguientes ejemplos ilustran la
utilizacion de este tipo de representacion.

e Alicia quiere repartir cinco galletas entre ocho nifios, de manera que a todos les
toque igual y que no sobre. ¢ Cuanto le tocara a cada uno? (LTG, 5° grado, Pag. 72.)

No es facil que los alumnos obtengan directamente la fraccion 5/8 de galleta como

respuesta al problema. Quizas una de las respuestas que se den sea “es un octavo de 5”, si el
problema se interpreta como la siguiente relacion:

87



&?

Para llegar a la fraccion, es posible que los alumnos tengan que recurrir a alguna forma de
representacion que modele el problema, como la siguiente:

] 01 0 0 1A
OO ] [
. — — — — —_
200000 0OC

e Crees que obtendras el mismo resultado si multiplicas 7 x6, que si multiplicas

7x12 vy el resultado lo divides entre 2? (Variante de un problema del LTG, 5°
grado, Pag. 30.)

Es importante que, ademéas de resolver con lapiz y papel o con una calculadora este
problema, los alumnos tengan la oportunidad de profundizar en el significado de estas dos
operaciones con la ayuda de un recurso visual. Uno de ellos podria ser la recta numérica.

En el contexto de la recta numérica el producto 7 x 6 se interpreta como tomar 7 veces el 6
y el producto 7 x12, tomar 7 veces el 12. La division entre 2 seria, por ejemplo, doblar a la
mitad la segunda recta numérica para obtener 42.

e Un caracol esta en el fondo de un pozo de 5 m de profundidad. Durante el dia
alcanza a subir 3 m pero de noche cuando duerme resbala hacia abajo 2 m. ;Cuantos
dias le llevara subir al pozo?

Es posible que muchos nifios digan 5 dias, que es la respuesta equivocada mas frecuente;
otros diran 3 dias, que es la respuesta correcta. En cualquier caso, lo més conveniente es
asegurarse por medio de una representacion visual. Una de estas representaciones es del
siguiente tipo, en la que se ve claramente que al avanzar los 3 metros en el tercer dia, el

caracol quedara fuera del pozo.

im
2m
im | —

[l
4m I T T T T T
5m i} 1 2 3 4 5
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e Un tren de 1 km de largo se mueve lentamente a 1 km por hora para pasar un tanel
en reparacion que tiene 1 km de largo. ¢Cuanto tiempo tardard el tren en salir
completamente del tunel?

Puesto que tanto el tanel como el tren tienen 1 km de largo y el tren se mueve a 1 km por
hora, lo mas seguro es que los alumnos den 1 hora como respuesta. Quizas habria que
agregar al enunciado del problema que el tren debe salir completamente del tunel.

Para simular este problema, se podria representar el tren con un l&piz, el tunel con el dibujo
de dos segmentos paralelos y presentar los tres momentos de la situacion como se indica
enseguida.

L .Y

1 hora

L Y

2 horas

e Un taxi va viajando hacia el Norte. EI conductor se da cuenta que equivocé el
camino, se regresa, y luego da vuelta a la derecha. ¢Qué punto cardinal encuentra a
la derecha?

Una estrategia sencilla de resolver el problema consiste en indicar con letreros los 4 puntos
cardinales y que un alumno realice caminando las maniobras del taxi, a partir de la lectura
del enunciado del problema. Enseguida, en vez de caminar por el aula para visualizar lo que
hace el taxi, los alumnos representan graficamente la trayectoria del taxi. La grafica seria
como la siguiente:

< ‘ O E

S
e La calle Génova es paralela al Paseo de la Reforma. La calle Niza es perpendicular

a la calle Amsterdam, que es paralela al Paseo de la Reforma. ;La calle Niza es
paralela o perpendicular a Génova? (Son calles de la ciudad de México).

En primer lugar hay que asegurarse de que los alumnos conocen el significado de
“perpendicular” y “paralela”. Enseguida se puede leer en voz alta el problema y pedir a los
alumnos que lo resuelvan mentalmente. Seguramente, algin alumno sugerirad que se trace
un mapa para representar graficamente lo que dice el problema, con lo que se tendra la
siguiente representacion:
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Amsterdam

Génova

Paseo de la Reforma

Niza

e Andres, Beatriz, Carmen y David fueron a la feria. Durante el tiempo que estuvieron
alli se prestaron dinero varias veces. Andrés le pidio prestados $40 a Beatriz y $60 a
Carmen. Carmen le prest6 $50 a Beatriz y le pidié $60 a David, quien a su vez pidié
a Andrés que le prestara $20; y Beatriz pidié $50 prestados a David. Todas estas
deudas pueden ser liquidadas de una sola vez. ;Como se efectuaria esa liquidacion?
(PIH, Pag. 122.)

Vale la pena dar a los alumnos un tiempo razonable para que lo resuelvan. Lo interesante
aqui es que se vea la necesidad de buscar estrategias de solucion, dado que no es facil
visualizar el dinero cambiando de manos. Se requiere una representacion grafica en la que
se registren todas las transferencias de dinero, es decir, los préstamos que cada uno hizo y
le hicieron. Una representacion podria ser la siguiente:

A <

40
20 60
v
D » B
-~

50

50

60

Con esta representacion es facil contestar las siguientes preguntas: ¢Cuanto presté Andres?
¢Cuanto le prestaron? ;Cuanto debe o le deben? ¢Cual es la situacion de cada uno de los
demas? ¢Quiénes tienen que poner dinero sobre la mesa? ¢Cuanto? ¢Quiénes deben
tomarlo? ;Cuanto cada uno?

e Un autobls sale de Monterrey a las seis de la mafiana con destino a Saltillo. Un
ciclista, que por supuesto se mueve mucho mas lentamente que el autobus, sale de
Saltillo rumbo a Monterrey una hora después. ¢Cuando el ciclista se cruce con el
autobus, ¢quién estara mas lejos de Monterrey? (PIH, Pag. 137.)

El problema parece dificil, pero hay que esperar las respuestas de los alumnos. Es posible
que alguno se dé cuenta que, en el momento en que se cruzan se hallan, obviamente a la
misma distancia de Monterrey. Una forma de simular la situacién consiste en lo siguiente:
ponga las manos abiertas sobre el pizarron, separadas una de otra por aproximadamente 50
0 60 cm. Cada una de ellas representa a una de las dos ciudades. Arriba de cada mano anote
la ciudad que representa. Mueva la mano derecha hacia la izquierda y, enseguida, mas
lentamente, la izquierda hacia la derecha. Al momento de cruzarse, pregunte: ;quién de los
dos estd mas lejos de Monterrey?

90



e Luisa y Maria son mas altas que Judith. Rosalia es mas baja que Maria, pero mas
alta que Luisa. ¢Quién es mas baja y quién le sigue en estatura?

No es facil visualizar esta situacion. Pero podria simularse en el aula haciendo representar a
Luisa, Maria, Judith y Rosalia con algunas alumnas. Pasan al frente tres alumnas, cada una
portando un letrero con el nombre de la persona que representa, las tres de distinta estatura,
la mas baja es Judith. Luego pasa Rosalia, que debe ser mas baja que Maria y més alta que
Luisa. En caso de que Luisa y Maria no cumplan las condiciones, intercambian los letreros.
Una representacion visual de esta situacion es la siguiente:

L R M J

Representaciones tabulares

Las representaciones tabulares se utilizan cuando hay varias magnitudes o informaciones en
juego. Se llaman tabulares pues la informacion se coloca, por lo general, en tablas de doble
entrada. A continuacion se presentan algunos ejemplos que ilustran este tipo de
representacion.

e Cuando en la ciudad de México son las 12 del dia en Madrid son las 7 de la tarde.
Un avién sale de la ciudad de México a las 6 de la mafiana y realiza el viaje en 11
horas. ¢A qué hora aterrizé en Madrid (hora de Madrid)?

Hora . —
Ciudad Salida Liegada

México, D.F 6 AM 5PM
Madrid 1PM 12 (medianoche)

La tabla se va completando, considerando cada ciudad: México, el avion sale a las 6 de la
tarde y llega a su destino cuando en México son las 5 de la tarde. Madrid: cuando el avion
sale de México, en Madrid es la 1 de la tarde, y llega 11 horas después, a las 12 de la noche.

e ;Cuéntos resultados diferentes pueden obtenerse al lanzar un dado y una moneda?
(Las caras de los dados estdn marcadas con los numeros 1, 2, 3, 4, 5y 6; las dos
caras de la moneda son aguila y sol.)

Dado

1 2 3 4 5 6

A |1LA|2A|3A|4A|5A]6A

Moneda

S |1,8|28[3,8|4,8|58|6,8
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Este es un problema de conteo, por lo que también puede resolverse con un diagrama de
arbol. La ensefianza que dejan estas representaciones radica en que muestran la necesidad
de realizar los conteos de modo sistematico, no queda fuera ninguna posibilidad. En este
caso, son 12.

e ;Hay maés resultados pares o impares en la tabla de multiplicar?
Quizés los alumnos generen muchos ejemplos para conjeturar una respuesta. Otros quizas

elaboraran la tabla de multiplicar para organizar su trabajo de busqueda, como se ilustra en
la siguiente representacion:

2 |2 4 i} 8 |10 |12 | 14 | 16 | 18

4 | 4 8 12( 16| 20 | 24 | 28 | 32 | 36

5 ] 10] 15| 20| 25 | 30 | 35 | 40 | 45

T 4| 21| 28| 35 |42 | 49 | 96 | 63

8 |8 | 16| 24| 32| 40 | 48 | 56 | 64 | 72

Lo interesante de esta representacion — y generalmente de todas las representaciones que
genere cada problema — son los hallazgos que hagan los alumnos. Por ejemplo, algunos
diradn que “cuando se multiplica un nimero par por otro par el resultado es siempre otro par.

En este punto, el profesor podria expresar esta generalizacion de la siguiente manera: “par x
par = par”. A partir de aqui se podria intentar establecer otras generalizaciones.

e Joaquin, Pedro y Roberto desayunaron cosas diferentes. Uno comié huevos fritos,
otro tostadas, y el otro una sincronizada. Joaquin no comio6 ni huevos fritos ni una
sincronizada. Pedro no comié huevos fritos. ¢Quién comiod una sincronizada?

En este problema hay dos informaciones en juego: las personas y lo que cada uno come,
por lo que para resolverlo conviene utilizar una tabla de doble entrada:

J P R

Hi{x | x|/
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Si Joaquin no comid ni huevos fritos ni sincronizadas, lo que comid entonces fueron
tostadas. Si Pedro no comi6 huevos fritos, tampoco comi6 tostadas, porque éstas las comid
Joaquin; comié entonces sincronizadas. Por tanto, Roberto comid huevos fritos.

Representaciones ramificadas

Las representaciones ramificadas o diagramas de arbol se usan basicamente en problemas
de conteo y tambien en los de multiplicacion donde se dan la cantidad de partes y el
contenido de cada parte para hallar el todo. A continuacion se presentan algunos ejemplos
que ilustran este tipo de representacion.

e Angela y Jacinto tienen tres cubos iguales, uno verde, uno azul y uno rojo. Los
ponen en una bolsa de papel, escogen uno sin ver, anotan el color que les salio y lo
regresan a la bolsa. Después escogen otro cubo sin ver. Jacinto gana si salen dos
cubos del mismo color y Angela si salen dos cubos diferentes. ¢Se podria saber
quien tiene mas oportunidades de ganar? (LTG, 5° grado, Pag. 135)

VoWV T Ve RV
v A A A—ah R A—RA
Re-VR Re--AR Re—RR

El diagrama muestra que de las 9 resultados posibles, s6lo en tres casos los cubos son del
mismo color y en seis son de color diferente, por lo que Angela tiene méas posibilidades de
ganar.

e Javier tiene un candado de seguridad y se le olvid6 la combinacion que lo abre. El
candado tiene 3 cilindros. Y cada cilindro tiene los digitos del 0 al 2; s6lo hay una
combinacion de digitos que permite abrir el candado. ;Cuéantas combinaciones crees
que tendrd que probar Javier? (En una misma combinacion los numeros pueden
repetirse; por ejemplo, la 222 puede ser una combinacion). (LTG, 6° grado, Pag.
80.)

El diagrama muestra que la combinacion puede empezar por cualquiera de los tres digitos.
Si empieza con ceros, hay 9 combinaciones diferentes: 000, 001, 002, 010, 011, 012, 020,
021, 022. Y también hay 9 combinaciones diferentes si empieza con 1 o con 2. Por lo que
Javier podria probar hasta 27 combinaciones, si es que hasta el final acierta con la
combinacion correcta.
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Representaciones conjuntistas

Los modelos conjuntistas se usan cuando la informacion que se da se refiere a diferentes
propiedades o caracteristicas que cumplen los elementos de un conjunto. Esto hace formar
nuevos conjuntos de los que satisfacen las caracteristicas pedidas. Enseguida se dan
algunos ejemplos de problemas en los que se puede utilizar este tipo de representacion.

e En una encuesta realizada entre los 45 alumnos de un grupo se encontré que 15
alumnos juegan futbol, 20 juegan basquetbol y 18 no practican ninguno de estos
deportes. ¢Cuantos alumnos practican los dos deportes? ;Cuantos practican futbol,
pero no basquetbol? ;Cuantos el basquetbol, pero no el futbol?

Total=45

Ni F, Ni B=18

Si de los 45 alumnos del grupo, 18 no practican ninguno de los dos deportes, entonces, hay
27 que si practican al menos uno de los dos. Por tanto, hay 8 que practican ambos deportes,
7 que sélo practican futbol y 12 sélo basquetbol.

¢Coémo facilitar el desarrollo de las capacidades de representacion de los nifios?

A lo largo de toda la educacion basica, debe brindarse a los alumnos oportunidades para
que desarrollen y utilicen diversas formas de representar ideas matematicas para modelar
situaciones, buscar relaciones entre los datos disponibles en esas situaciones y justificar o
rechazar conjeturas. Estas representaciones sirven de soporte visual a la reflexion sobre la
resolucion de los problemas y ayudan a comunicar los resultados de la reflexion.

Las buenas representaciones cumplen una doble funcién: son herramientas del pensamiento
e instrumentos de comunicacion (NCTM, 2000). Considere, por ejemplo, el siguiente
problema:

e ;Qué pasa con el area de un rectangulo si las longitudes de sus lados se duplican?

Seguramente los alumnos que representan el problema de alguna forma tendran mas
posibilidades de observar relaciones que aquellos que no lo hacen. Estos dltimos podrian
suponer y conjeturar que el tamafio del rectangulo resultante seria el doble con respecto del
original, y detener aqui su reflexion. Otros podrian apoyar su reflexion mediante una
representacion como la siguiente:
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y usar dicha representacion para refutar la conjetura propuesta por sus compafieros. Este
simple dibujo les ayudaria a abordar con méas cuidado el problema y darse cuenta de su
complejidad. Mostraria que el nuevo rectangulo no es s6lo mas grande, sino que es cuatro
veces el tamafio del original.

En la introduccion de este trabajo se aludié a la necesidad de poner en practica una
estrategia de ensefianza que ayude a los alumnos a desarrollar habilidades de resolucion de
problemas. Una parte esencial de esa estrategia radica en atender cuidadosa y
deliberadamente la necesidad que los alumnos tienen de aprender a interpretar, utilizar y
construir representaciones para apoyar su reflexion sobre la resolucion de los problemas.

Pero no se trata de ensefiar formas de representacién (diagramas, dibujos, graficas, tablas,
etc.), como si fueran por si mismas temas de ensefianza; mas bien, su uso en el aula debe
focalizarse en la importancia que revisten como herramientas para que los alumnos
construyan su comprension, comuniquen informacion y expliquen sus razonamientos. Debe
brindarse multiples oportunidades a los alumnos para que creen o seleccionen de modo
flexible las representaciones que mas se ajusten a cada situacion que se plantee.

El profesor debe y puede hacer hincapié en la importancia de representar las ideas
matematicas. Puede hacerlo de diversas maneras. Por ejemplo:

- Presentando algunas formas de representar una misma situacion. Algunos profesores
podrian pensar que con esto se restaria oportunidades de desarrollo a los alumnos o que se
limitaria su creatividad. Sin embargo, no hay que olvidar que también se aprende a resolver
problemas viendo como lo hacen los buenos resolutores.

- Comentando por qué algunas representaciones son mas Utiles que otras en situaciones
especificas; esto ayuda a que los alumnos aprendan a criticar aspectos de sus
representaciones. Para ello, puede seleccionar la representacion utilizada por algin o
algunos alumnos y someterla a la consideracion de la clase. Por ejemplo, consideremos el
siguiente problema:

e Al contar sus canicas, Juan ve que la mitad son blancas, un tercio rojas y el resto
azules. ¢Cual es el menor niumero de canicas que puede tener Juan? (LTG, 6° grado,
Pég. 146).

Algunos alumnos representan las canicas con figuras y ensayan varias cantidades para ver
si alguna de ellas los lleva a la solucion:
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Otros ensayan con numeros: buscan numeros que puedan cumplir con las condiciones
dadas en el problema:

5 3 3 2 6 4
2YL0 Si 3)10 No ZESI 3%81 2Y12 Si 3112 Si

Cuando los estudiantes empiezan discutir y a hacer algunas conjeturas basadas en
cualquiera de estas dos representaciones. Por ejemplo, podrian decir que el nimero de
canicas debe ser par, porque de otro modo no podria hablarse de la mitad de las canicas;
también, debe ser un namero del que pueda tomarse la tercera parte. Algunos podrian decir
que son 12 canicas, de las cuales 6 son blancas, 4 rojas y resto (2) azules; otros, que son 6,
y de este modo 3 serian blancas, 2 rojas y 1 azul, y que ésta es la mejor solucién porque el
problema pide el menor nimero de canicas. Es importante que el profesor vaya registrando
todos estos hallazgos, pues constituyen una sintesis del pensamiento de los alumnos. En
este punto, el profesor podria reformular el problema, con objeto de propiciar el
establecimiento de la generalizacion. Si pregunta, por ejemplo: el nimero de canicas de
Juan es mayor que 20, pero menor de 40, ;cuantas canicas podria tener? ;Cudl de las dos
representaciones, de dibujos o numérica les parece mas adecuada para resolver el
problema?

Los profesores que escuchan con cuidado las ideas de sus alumnos y los ayudan a
seleccionar y utilizar las representaciones que reflejan su pensamiento, contribuyen a que
los alumnos se habitlen a usar estos recursos, y desarrollen habilidades para resolver los
problemas y comunicar sus ideas a los demas.
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Los nameros figurados
José Luis Cérdova Frunz

NOTA: Se presenta la etimologia de las palabras precedidas por un asterisco (p.€j. *cociente) en la
seccion 17. Los recuadros indican ejercicios para el maestro que con ligeras adaptaciones
podra aplicar en el aula; bastan unas 30 piedrecitas, semillas o monedas, por alumno.

1 Introduccion

La ensefianza escolar de las matematicas ha apuntado a diferentes objetivos en el curso de
la historia. Ha buscado ser un instrumento para el desarrollo del pensamiento, o para la
resolucion de problemas concretos y cotidianos (p.ej. con las operaciones aritméticas
fundamentales); ha apuntado también al desarrollo de la logica y de las operaciones
formales del sujeto, de la capacidad de inferencia y la identificacion de patrones y
regularidades. La gran diversidad de objetivos no se ha visto reflejada en una gran
diversidad de métodos de ensefianza y de estrategias de clase.

En ocasiones, los objetivos y los contenidos estan perfectamente definidos para cada nivel
de escolaridad; lo que no significa que sean los mas didacticos pues nunca se ensefia “en
abstracto”, sino que siempre se ensefa a alumnos irrepetibles de carne y hueso. Por ello la
experiencia del profesor, su sensibilidad y su capacidad de inventiva y adaptacion son
fundamentales.

El material que aqui presentamos no es parte del curriculum oficial pero presenta de forma
original algunos conceptos y operaciones aritméticos fundamentales, p.ej. multiplicacion,
division y divisibilidad, nimeros primos y numeros figurados. Este ultimo tema es el que
mas se desarrolla por su potencial didactico en términos de:

1. identificacion de patrones geométricos.
elaboracion de figuras geométricas a partir de patrones.

3. reconocimiento de regularidades y estructuras en secuencias geométricas y
numeéricas.

4. desarrollo de la sensibilidad estética por el manejo de la proporcion y la simetria.

Detras de estas habilidades se encuentran los conceptos fundamentales del pensamiento
abstracto: correspondencia, capacidad de inferencia, identificacion de premisas y de
supuestos, elaboracion de hipdtesis, disefio de su comprobacion. Es mas, la disponibilidad
del material para los arreglos geométricos (piedrecitas, fichas, semillas, monedas, etc.) hace
accesible a cualquier aula los ejercicios propuestos. La adaptacion y guia por parte del
maestro hara mas provechoso y placentero el aprendizaje de los cuatro puntos mencionados
por parte del alumno.

No se espera que el alumno (ni siquiera el de sexto afio) llegue a todas las respuestas de los
ejercicios propuestos. Mucho menos que el maestro le diga la respuesta correcta. Uno de
los defectos del sistema educativo (no sélo el mexicano) es impedir que el sujeto tantee,
experimente, cometa errores y busque como superarlos. La prioridad dada al programa,
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eventualmente, impide el disfrute del aprendizaje y el desarrollo de la autoestima.
Precisamente por ello, por no formar parte del curriculum, pensamos que este tema, 10S
numeros figurados, sera provechoso. El maestro sdlo necesita un conocimiento elemental
de algebra y de sucesiones para entender como este instrumento permitid calcular el
volumen de la piramide, del cono y de la esfera.

2 Antecedentes historicos

Una de las primeras actividades del ser humano fue contar. Hay huellas de esa actividad
que se remontan a 20,000 afios a.n.e., p.ej. el famoso hueso Ishango (Zaslavsky, 1992)
donde hay 29 marcas en las siguientes secuencias: 3 y 6 (un duplo); 4, 8 y 10 (pares); 11,
13, 17 y 19 (jcuatro numeros primos!); 11, 21, 19 y 9 (jun calendario lunar?). La historia
abunda en muestras de la importancia y utilidad del contar, por ejemplo, las tabletas de
arcilla con registros de tributos e impuestos (Mesopotamia, 4000 a.n.e); los calendarios
lunares y solares en diversas construcciones (Stonehenge, 3100 a.n.e.; piramides de Gizah,
2000 a.n.e.; Hovenweep de los indios pueblo, 1000 a.n.e.; Chichén Itza 300 e.c.). Los
calendarios dependen del conteo y de la deteccion de secuencias (p.ej. para predecir
eclipses); de igual forma, el conteo es indispensable para las transacciones comerciales, la
edificacion de monumentos y piramides, para la administracion de granos y rebaios,
etcétera.

Incluso en los anteriores grupos ndémadas la habilidad de contar debi6 ser muy util; s6lo
contando se podia saber cémo *dividirse para un ataque, como repartir la presa, cémo
aprovecharla por el mayor tiempo, etc.

Las secuencias de nimeros, como las del hueso Ishango, fueron utiles para los agricultores
hace unos 10000 a.n.e. Soélo conociendo la suma de una secuencia puede responder a la
pregunta ;Cudnto grano debemos sembrar en la primavera para obtener un suministro
adecuado de comida para el siguiente afio y con suficiente grano sobrante para sembrarlo
nuevamente para el otro afio?

Supongamos que 1/3 de barril en primavera producird 1 barril en otofio. Consideremos que
un barril alimenta a nuestra familia durante el invierno; el problema es que no tendremos
nada de grano para sembrar la siguiente primavera. Para producir ese 1/3 adicional
necesitamos 1/9 de barril (ya que se triplicard). Pero, ojo, al final del siguiente afio ya no
habra excedente de grano, a menos que apartemos 1/3(1/9), esto es 1/27 de barril. La
solucion correcta es la serie geométrica infinita:

1/3+1/9+ 1727+ 1/81 + ...

Mas adelante veremos cémo los nimeros figurados permitieron hallar esa suma y la de
otras secuencias numéricas.

Hubo un periodo histérico en que la aritmética se apoyaba de instrumentos materiales que

se hallaban, literalmente, a nivel de tierra. Es el caso de los nimeros figurados, para los
cuales se usaban piedrecitas para lograr figuras geométricas regulares. En griego la palabra
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*calculo significa exactamente eso: piedrecita; significado con que aparece aun en
medicina (célculos biliares, renales, hepaticos).

Por otro lado, una facultad que cotidianamente se ha asociado con la inteligencia es la vista.
Asi decimos que “vemos un resultado”, que un “planteamiento es oscuro”, que el
desarrollo es difuso” o que “un razonamiento es brillante”. Sin embargo, el alejamiento de
las sensaciones, por ejemplo, de la vision, se ha considerado superior o de mayor
abstraccion. Tal es el caso de la aritmética; Platon y Aristoteles afirmaban, en efecto, que la
aritmética es una ciencia superior a la geometria debido a que no se refiere a objetos
concretos y visualizables como los de ésta (Bromberg, 1991). La idea de que lo material, lo
concreto, es de menor jerarquia conceptual que lo general y abstracto ha llegado hasta
nuestros dias, lo cual se manifiesta en los mismos métodos de ensefianza que consideran
mas importantes los principios abstractos y generales que los casos particulares, concretos
y... visualizables. Cierto, los nimeros son ideas y las ideas no pueden verse, se piensan;
pero estas ideas fueron abstraidas de experiencias y casos particulares, de manipulaciones y
arreglos sensoriales.

3 Breves observaciones acerca del lenguaje y la comprension

Es interesante anotar que las reflexiones acerca de los fundamentos de la geometria se
dieron alrededor del s.V a.n.e. y la sistematizaciéon en términos de axiomas, hipotesis y
corolarios fue lograda por Euclides en el s.IV. Por el contrario, los nimeros y la aritmética
se consideraron “tan naturales y obvios” que no se vid la necesidad de reflexionar sobre
ellos sino hasta el s.XIX con Giuseppe di Peano. De hecho, muchos conceptos aritméticos:
*par, impar o *non, divisible, residuo, etc. pueden, sin metaforas, verse usando piedrecitas.
De ninguna manera afirmamos que todos los conceptos aritméticos puedan verse. Pero en
los origenes de la aritmética estos instrumentos (piedrecitas) y procedimientos (de los que
trata este capitulo) llevaron a conceptos como los mencionados y otros mas generales y
abstractos.

Todo sistema de signos resulta de convenciones elaboradas durante siglos, si no es que
milenios. En el caso de los simbolos matematicos se tiene la gran ventaja de que sus
convenciones graficas son usadas hoy en todo el planeta. En cualquier lugar del mundo se
entiende “3 + 2 = 5”. Sin embargo, las palabras, los sonidos con los que se lee esa igualdad
json muy distintos! Esta vinculacion directa entre el simbolo y el concepto (sin mediacion
de las palabras) es una de las caracteristicas mas notables de las matematicas, quizas s6lo
compartida con la musica. Es por ello que el matematico Leibniz afirmé que la musica es
un oculto ejercicio matematico del alma, y que intentara, sin éxito, una escritura logica que
sirviera para representar las argumentaciones sin necesidad de las palabras.

Si en un primera etapa la escritura se basod en pictogramas, esto es, en dibujos estilizados
donde habia una correspondencia fisica, los principios de economia y simplicidad llevaron
a un lenguaje escrito mas poderoso y, cierto, cada vez mas basado en convenciones. El
siguiente ejemplos de la escritura algebraica lo ilustra.

El algebra simbolica, desarrollada hacia 1630, reemplaza las abreviaturas (sincopas) usadas
para, a su vez, simplificar la escritura algebraica. Hacia el 200 de nuestra era los problemas
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algebraicos eran escritos textualmente, con palabras, razéon por la que se le conoce como
algebra retorica (Resnikoff, 1984). En ésta se usaban las palabras “res quadrata” para
indicar el cuadrado de la incognita; el algebra sincopada prefiriéo “aq”, donde “q” era la
abreviatura de “quadratum”. Con estas convenciones podria escribirse “aqqq” para indicar
la incognita elevada a la octava potencia (en terminologia actual). El gran avance del
algebra simbolica estuvo en aprovechar la notacion posicional. Lo cual permitio reescribir
aqqq = a° “. Dificilmente se puede menospreciar este logro, pues llevé a las leyes de los

exponentes y, posteriormente, al concepto de logaritmo.

Lo dicho apunta a la importancia de los simbolos en el desarrollo del pensamiento y como
éstos, en su etapa mdas evolucionada, dependen de convenciones y automatismos. Tal
importancia ha sido captada por diferentes cientificos y pensadores a lo largo de la historia;
Lavoisier, por ejemplo, comienza su revolucionario Tratado elemental de quimica con una
cita del abate Condillac: "Solo pensamos por medio de las palabras. Los lenguajes son
verdaderos instrumentos analiticos". Y afiadimos: los lenguajes incluyen también a los
diagramas, gréaficas, *figuras, etc.

El lenguaje, afirma Vygotsky (1995), resulta de la internalizacion de operaciones
sensoriales. La inteligencia, como quiera que se la defina, evoluciona por la interaccién con
diferentes grupos mediante distintas acciones, muchas de éstas corporales. En el tema que
nos ocupa, los numeros figurados, la comunicacion con los pares y con el maestro esta
apoyada con figuras sencillas, ficilmente modificables por un rearreglo de las fichas. Las
unicas habilidades requeridas son conteo y un minimo de desempefio manual.

Entre las diferentes formas de comprension, la que se practica en las matematicas es
seflalada especialmente como la “verdadera” comprension. Si bien el uso de cualquier
lenguaje, sea artistico, musical o poético, ofrece sin duda algin tipo de comprension, suele
afirmarse que s6lo el uso de un lenguaje preciso y légicamente consecuente, un lenguaje
que pueda formalizarse a tal grado que haga posible las pruebas rigurosas, puede conducir a
la verdadera comprension.

El resultado, en la ensefianza de las matematicas es que se insiste mas en los enunciados
generales y en los algoritmos que en el descubrimiento sensorial de regularidades. Sin
embargo, dificilmente puede comprenderse un enunciado general cuando no hay ninguna
experiencia de los particulares implicados en ese enunciado.

De lo anterior se sigue la importancia de considerar el nivel de desarrollo de los estudiantes
a fin de mantener los nuevos conceptos dentro de la “zona de desarrollo proximo”. Es en
ésta donde el papel del maestro tiene particular incidencia al ser éste facilitador de
estructuras mentales mas complejas mediante la interaccion con los pares a través del
lenguaje. Si, como afirma Vygotsky, la verbalizacion lleva a reorganizar las ideas (y por
tanto facilita el desarrollo) también es cierto que las operaciones del sujeto sobre objetos
materiales permiten el desarrollo de estructuras y conceptos como los de: invariante,
transformacion, compensacion, reversibilidad.

A partir de los numeros figurados el alumno podra desarrollar las operaciones formales de:
inferencia, prediccion, implicacion e identificacion de supuestos. En una primera etapa,
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cierto, requerira de fichas y de objetos concretos. S6lo mas adelante podra usar el
pensamiento simbodlico con el sistema de numeracion decimal, pero tendrd que pasar antes
por una rica zona de experiencias sensoriales.

Una concepcidén comun, pero falsa, es que el procesamiento sensorial tiene lugar en alguna
zona del cerebro. La investigacion neuroldgica apunta a que el sentido de integracion se
crea por la accién concertada de diversos sistemas neurales en regiones separadas del
cerebro (Damasio, 2001). Esa integracion implica percepcion, memoria y razonamiento. La
manipulacion, es en las primeras etapas de desarrollo, una actividad que propicia,
justamente, esa integracion de diversos sistemas: muscular, perceptual y simbdlico.

Como afirma Vygostky (1995): Todo proceso, toda funcion, aparece dos veces en el
desarrollo del nifio. Primero en el nivel social, luego en el individual debido a la
interiorizacion. En otras palabras: la inteligencia implica la interiorizacion de esquemas
sensorio motores. Por ello la importancia de las operaciones musculares y sensoriales en la
construccion de conceptos abstractos como numero, divisibilidad, secuencia, etc.

Las familias (o tipos) de numeros figurados llevan a la designacion de arreglos geométricos
con un nombre comun. De la nocion de clase, por una operacion mental, el sujeto puede
seleccionar algunos conjuntos del resto e identificar los rasgos esenciales del grupo
(categorizacion). La otra operacion mental, la clasificacion, s6lo agrupa los elementos de
acuerdo a categorias implicitas. Por ejemplo: los numeros triangulares 1, 3, 6, 10, no se
agrupan como tales por el nimero de fichas (pues es distinto en cada caso), sino por formar
figuras con tres lados iguales (criterio o categoria).

La investigacion educativa coincide, desde muy diversas visiones, en las siguientes
conclusiones:

El aprendizaje se construye a partir de lo que ya sabe el sujeto.

Aprender supone establecer relaciones, estructurar conocimientos.

3. El razonamiento esta asociado a campos particulares de conocimientos, a contextos
determinados.

4. Los afectos y el estado de animo del sujeto influyen en su aprendizaje.

El aprendizaje es una construccion activa de significados. La realidad se interpreta a

partir de las estructuras conceptuales del sujeto quien las somete a comprobaciones

sensoriales y a hipdtesis.

N —

e

El punto 5 implica que, para ciertos casos, el sujeto requiere nuevas construcciones
totalmente novedosas, esto es, la situacion obliga a una reestructuraciéon profunda. Mas
adelante veremos que eso requiere la construccion de los nimeros pentagonales.

Como mostramos en el cuerpo del articulo, los ejercicios propuestos pueden tener muy
diverso grado de dificultad y abstraccion. Gracias a que no forman parte del curriculum el
alumno no estard presionado por las evaluaciones y captard mejor el aspecto ludico del
aprendizaje. Se espera, con lo mismo, que el maestro y el alumno se aparten del mito de
que “solo vale lo evaluable”.

102



4 Multiplicacién = suma abreviada

Los antiguos griegos estaban interesados en los niumeros usados para contar, pero no sélo
por sus aplicaciones practicas. No usaban los nimeros negativos y consideraban a las
fracciones como relaciones entre numeros naturales. La primera caracteristica que
descubrieron fue la clasificacion de los nimeros en pares e impares. Una antigua practica
de los griegos era usar piedrecitas para representar numeros. Lo que llevo a agruparlas de
manera simétrica; como veremos en la seccion 7, las piedrecitas pueden acomodarse como
triangulos, *cuadrados, rectangulos, etc.

Los nimeros oblongos son arreglos rectangulares donde un lado excede al otro en una ficha
(seccion 13). Permiten ver, literalmente, una multiplicacion como una suma abreviada.
Consideremos los siguientes ejemplos: 2+2+2+2=8, que es lo mismo que multiplicar 2x4, o
bien, 4x2. Esta Glltima expresion es, también el resultado de sumar 4 dos veces, esto es, 4+4.
Asi como el orden en que se efectiia una suma no influye en el resultado, tampoco el orden
en que se efectia la multiplicacion. Los siguientes son algunos ejemplos de nimeros
oblongos 4x3, 5x4, 8x9. Pero no lo son 4x4, 5x7 pues no cumplen con la condicion de que
un lado exceda al otro en una unidad.

Un niimero oblongo se define como un niimero rectangular donde un lado excede en una
ficha al otro. Notese que la posicion del arreglo es irrelevante. Ejemplos de nimeros
oblongos y no oblongos:

Oblongo: 4-3=1  Oblongo: 5-4=1 No oblongo: 4-2=2  No oblongo: 5-2=3

Los numeros rectangulares permiten ver la multiplicacién como una suma abreviada.
Notese que todo oblongo es rectangular pero no todo rectangular es oblongo. En el primer
ejemplo del cuadro anterior 3x4 =12 es el total de fichas de la figura. Los primeros
oblongos son 2, 6, 12, 20, 30. Esta serie de nimeros es la suma sucesiva de las series de
numeros pares o bien el producto de dos nimeros consecutivos: 2=1x2;6=2x3 =2+
4;12=3x4=2+4+6;20=4x5=2+4+6+8.

Un oblongo también puede obtenerse duplicando un numero triangular.

4.1 Ejercicios:

Muestra que la suma de los 2 primeros nimeros pares es un numero oblongo.
Muestra que la suma de los 3 primeros niimeros pares es un nimero oblongo.
Muestra que la suma de los 4 primeros pares es un nimero oblongo.

Muestra el doble de cualquier nimero triangular es un oblongo.

el
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El maestro pedira a los alumnos distintos arreglos de nimeros oblongos (sin definir el
numero de fichas por emplear) para garantizar que esta comprendido el concepto de
numero oblongo. A continuacion relacionara el total de fichas con cada arreglo con las
dimensiones del arreglo por dos vias: conteo directo y multiplicacion de base por altura
(&rea del rectangulo).

5 Paresy nones

Un grupo de piedrecitas es divisible entre dos si pueden formarse dos montoncitos donde
cada una corresponde a otra, y s6lo a otra Sin que sobre ninguna piedrecita.

Los numeros divisibles entre dos son conocidos como pares.

Un numero impar forma dos grupos de piedrecitas donde uno excede siempre al otro en una
piedrecita. El grupo de la izquierda no es divisible entre dos. Como se ve en el dibujo de la
derecha sobra una piedrecita.

Los numeros que no son divisibles entre dos son conocidos como impares o como niimeros
nones.

El maestro propondra al alumno dividir grupos de fichas en dos grupos iguales. Los
alumnos descubriran que so6lo hay dos posibilidades: par o non, esto es, el grupo original
de fichas no admite otra clasificacion: o divisible entre dos, o divisible entre dos con
residuo 1. Nunca se podra tener otro nimero como residuo. Por ejemplo, si toma un grupo
de 10 monedas, el alumno obtendra dos subgrupos de 5 monedas cada uno. Si el alumno
toma un grupo de 13 monedas, podra formar dos grupos de 6 monedas y le sobrara 1. Con
14 fichas no sobraran dos fichas, pues cada una puede acomodarse en un grupo.

5.1 Ejercicios para el alumno con pares e impares:

Muestra que la suma de cualquier nimero de nimeros pares es siempre nimero par.
Muestra que la suma de un nimero impar de nimeros impares es un nimero impar.
Muestra que la suma de un nimero par de nimeros impares s un nimero par.

Al cuadrado de un niimero impar se le resta una unidad, muestra que el resultado es
divisible entre 4.

Muestra que todo numero oblongo es par.

Muestra que los nimeros oblongos resultan de la suma de sus pares anteriores.

el
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6 Division = resta abreviada

En la seccion 4 vimos como agregar sucesivamente el mismo ntiimero de fichas se resume
en la operacion conocida como multiplicacion. Ahora veremos como eliminar de un grupo,
sucesivamente, el mismo nimero de fichas se traduce en una division.

6.1 Dividendo, divisor. *Cociente, residuo.

En lo que sigue usaremos dos nociones fundamentales: correspondencia y orden. Sobra
decir que no son exclusivas de las matematicas, aparecen en todas las ciencias y en
actividades tan diferentes como las artes, la religion, la politica, la economia, etcétera. La
nociéon de correspondencia esta en la misma nocidon de significado, p.ej. un simbolo
corresponde a un objeto, o a un concepto. En el caso ideal, a cada simbolo correspondera
un concepto y, a la vez, a cada concepto correspondera un simbolo. Algo asi como el
CUREP, la clave unica del registro de poblacion; a cada ciudadano corresponde una clave, y
esa clave la tiene solo un ciudadano. En el ejemplo anterior, las flechas grises muestran la
correspondencia entre cada una de las piedrecitas de un grupo con las del otro.

Un namero a es divisible entre otro b si pueden eliminarse sucesivamente b piedrecitas
sucesivamente, de forma que al final no quede ninguna del grupo a.

2

L N :

El niimero de la izquierda es divisible entre tres. El *cociente es tres, porque tres es el
numero de veces que se repite la eliminacion.

El maestro propondra diferentes grupos de fichas y cantidades de fichas por retirar.
También puede proponer el afadido de grupos de fichas para llegar al grupo mayor.
¢Faltan, sobran? ¢ Por qué?

La siguiente tabla muestra dos cifras en negrita, la primera es el cociente y la segunda es el
residuo. El dividendo es el nimero original de piedrecitas, el divisor es el numero de
piedrecitas que, sucesivamente se va retirando del grupo llamado dividendo. El numero de
veces que se puede repetir la operacion se llama cociente.

Ejemplos: 7/3 significa que a un grupo de 7 fichas se le retiraran grupos de 3 fichas.
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Esta operacion solo la podemos hacer 2 veces y sobrard una ficha. Luego, el cociente es 2,
y el residuo es 1. 6/4 significa que a un grupo de 6 fichas se le retirardn grupos de 4 fichas.
Esta operacion solo se puede hacer 1 vez y sobrardn 2 fichas. El cociente es 1 y el residuo
es 2.

Divisor— 1 2 3 4 5 6 7 8
Dividendo{

1 1]0

2 2|0 |1]0

3 3]0 |1]1 [1]0

4 410 [2]0 1|1 [1]0

5 50 211 [1]2 [1]1 [1]0

6 6/0 [3]/0 [2]0 [1]2 J1]1 [1]0

7 710 [3]1 [2]1 [113 112 J1]1 [1]0

8 |0 [4] | 210 113 [1]2 J1]1 [1]0

6.2 Ejercicios para el alumno

(Es divisible 9 entre dos? ;Cuantas piedrecitas sobran? ;Cual es el cociente?

Ponga un ejemplo de division que lleva a residuo 2.

Ponga un ejemplo de division que lleva a residuo 3.

Ponga un ejemplo de division que lleva a residuo 4.

Ponga un ejemplo de division que lleva a residuo 5.

Divida 11 entre 2. Luego entre 3. Luego entre 4. Luego entre 5. ;Hay alglin divisor

que lleve a residuo 0?

7. Repita el ejercicio 6 con los numeros 7 y 5. ;Hay algun divisor que lleve a residuo
0?

8. Determina en qué casos los numeros oblongos son divisibles entre cuatro y cuando

entre ocho.

S e e

6.3 Los numeros primos

Si se intenta dividir un grupo formado por 3, 5, 7, 11, 13, 17 fichas se encontrara jque es
imposible! Los numeros que so6lo pueden ser divididos entre 1 y entre si mismos se les
conoce como primos. Aunque la nociéon de niimero primo es facil de comprender no existen
procedimientos sencillos para generarlos.

El maestro propondra un grupo de 5 piedrecitas a fin de retirar piedrecitas en grupos de 2,
de 3y de 4, Los alumnos hallaran que siempre queda un residuo, esto es, que siempre
sobra alguna o algunas. Lo mismo ocurrir4 con 7, 11, 13, 17. Descubriran que hay
nameros divisibles sélo entre si mismos o entre la unidad.

El 2 es el primer nimero primo aunque en rigor, el nimero 1 también satisface la definicion
anterior. Lo excluimos por una razén que presentaremos mas adelante. El 2 es un niimero
muy especial pues es el unico nimero primo que es, a la vez, par.

Los numeros que no son primos son conocidos como compuestos, p.ej. 10, 15, 18 pues
siempre pueden descomponerse en factores que, en ultima instancia, son primos. Por
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ejemplo, 18 tiene a 2 y 9 como factores, pero el 9, a su vez, tiene a 3 como factor (dos
veces); esto es: 18 = 2x3x3. Todo nlimero compuesto puede escribirse como producto de
nimeros primos.

Fermat conjeturd que p, = 2> ™ + 1 es primo para todos los enteros no negativos n. Para n =
0,1, 2, 3, 4 tenemos los valores respectivos p, = 3, 5, 17, 257, 65537 primos todos. Un
siglo mas tarde Euler mostr6 que ps = 4,294,967,297 tiene a 641 como factor y, por tanto,
no es numero primo. No deja de sorprender el que algunas personas desarrollen
capacidades aritméticas extraordinarias. Un ejemplo muy documentado es el de Zerah
Colburn. A Colburn se le preguntd, cuando era un nifio, si el nimero 4,294,967,297 es
primo; después de unos minutos respondidé que no pues tenia como divisor a 641. Colburn
fue incapaz de explicar el procedimiento por el cual llegd a la respuesta.

La conjetura de que cualquier par puede expresarse por la suma de dos niimeros primos fue
propuesta por el matematico ruso Cristian Goldbach en 1742. Aun no se ha demostrado.
Pero todos los casos particulares probados la cumplen.

El teorema fundamental de la aritmética afirma: todo nimero natural mayor que 1 puede
expresarse como el producto de nimeros primos en s6lo una forma. En otras palabras, si un
nimero puede descomponerse en sus factores primos s6lo hay una forma de hacerlo. A
continuacion unos ejemplos: 6 tiene como factores a 2 y 3 (numeros primos). Conviene
anotar que, precisamente para mantener ese teorema, los matematicos han convenido en no
considerar al 1 como numero primo; el 6 podria expresarse como 1x2x3 o como
1x1x1x2x3, etcétera.

Como mencionamos, el Uinico primo par es el 2, y es facil notar que todos los demas deben
ser impares pues, de otra forma, serian divisibles entre dos.

Hace mas de 2000 afios Euclides mostrd que hay infinita cantidad de nimeros primos con
el método de reduccion al absurdo. Este método consiste en afirmar lo contrario de lo que
se quiere afirmar para llegar a una contradiccion obvia. Puesto que hay una contradiccion el
enunciado original debe ser falso. He aqui la argumentacion de Euclides:

Si existe una cantidad finita de primos uno de éstos deberd ser el mas grande. Lo
llamaremos P.

Si multiplicamos los primos anteriores a P deberemos tener una cantidad M
divisible entre cada uno de sus factores. P.ej. 2x3x5 es una cantidad divisible entre
2, entre 3 y entre 5. Pero si a M le afladimos 1 ya no seré divisible entre ninguno de
estos divisores. Asi 2x3x5+1 es un nimero que no se puede dividir entre sus
divisores.

Si P es el nimero mas grande que existe podemos multiplicar por todos los primos
anterior y por el mismo P para obtener un nimero mayor que P. Asi 2x3x5x7x...xP
es mayor que P y es divisible por cada uno de sus factores.

Si sumamos 1 al producto anterior tendremos un niimero que no es divisible entre 2,
ni entre 3, ni entre 5, ni entre P. Lo que significa que es un nimero primos mayor
que P. Como P habia sido propuesto como el mayor nimero primo jse llega a una
contradiccion!
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La siguiente tabla, donde se muestran en negrita los nimeros primos, llevara a interesante
observaciones:

| 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Los primeros dos renglones tienen 4 nimeros primos, pero el ultimo sélo tiene uno.
(Continuan alejandose entre si los nimeros primos a medida que son mayores? ;Hay
alguna regularidad en ese espaciamiento? Nétese que entre el 89 y el 97 hay 7 numeros no
primos, entre el 2 y 3 no hay ninguno: entre el 11 y el 13 hay uno. ;No hay alguna forma de
predecir si un numero sera primo?

Esas preguntas son inquietantes porque hay formas simples para obtener un niimero par,
basta comenzar con 2 y saltar un nlimero para llegar al siguiente que es par. Para obtener
numeros divisibles entre 5 basta comenzar con 5 y brincar 4 numeros para llegar al 10 y asi
sucesivamente.

A pesar de que los niimeros primos son los bloques fundamentales con los que se
construyen (recuérdense el teorema fundamental de la aritmética y la conjetura de
Goldbach) tienen una extrafia impredictibilidad. No se ha podido hallar la regularidad con
que se presentan los nimeros primos.

Anteriormente dijimos que todo numero compuesto puede expresarse como un producto de
nimeros primos. Los antiguos griegos notaron que algunos ntimeros tienen divisores cuya
suma es igual al numero original. Por ejemplo, 6 tiene como divisiores a 1, 2 y 3, cuya
suma 1+2+3 es igual a 6. Otro ejemplo, 28 tiene como divisores a 14, 7,4, 2 y 1, cuya suma
14+7+4+2+1 = 28. A esta clase de nimeros los llamaron nimeros perfectos. Como todo lo
perfecto, los nimeros perfectos no abundan, los siguiente nimeros perfectos son 496, 8128,
33,55,336 y 8,589,869,056. El noveno numero perfecto tiene 37 cifras y, al parecer, todos
son pares.

Concluyamos este apartado de los niimeros perfectos con una curiosa propiedad:

1/1+12+1/3+1/6=2
1/1+12+1/4+1/7+1/14+1/28=2

En otros términos la suma de los reciprocos de los divisores mas el reciproco del nimero
perfecto, siempre suma 2.
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7  Los numeros figurados

Los filosofos pitagoricos de los siglos VI y V a.n.e. usaron piedrecitas acomodadas en
formas regulares para descubrir y probar visualmente ciertas propiedades numéricas; de
¢éstas hablaremos mas adelante.

Un libro de Nicomaco de Gerasa (ca. 100 e.c.) presenta algunos de los descubrimientos
pitagoricos de los nimeros poligonales o numeros figurados (Heath, 1981). Estos niimeros
fueron abundantemente expuesto en los libros de aritmética europeos del s.XV vy, al
parecer, ya eran conocidos por los antiguos chinos.

Para los pitagoricos (500 a.e.c.) estos nimeros fueron de gran importancia pues, sostenian
que todo podia ser explicado con ntimeros los cuales tienen caracteristicas especificas y
formas, asi los fendmenos de la naturaleza y de la musica estan gobernados por relaciones
entre nimeros enteros.

Atributos de los nimeros segun los pitagdricos

Limitado Ilimitado
Impar Par

Unidad Pluralidad
Derecha Izquierda
Masculino Femenino
Reposo Movmiento
Recto Curvo

Luz Oscuridad
Bueno Malo
Cuadrado Oblongo

Supusieron que la verdad fundamental de lo ilimitado se mezcld con la unidad y separd a
los nimeros; éstos se convirtieron en los elementos basicos de construccion del Universo.
Apoyados en estas ideas buscaron mads atributos tanto a lo ilimitado como a lo limitado para
aplicarlos a sus vidas personales.

Tales creencias han permanecido en diferentes culturas y tiempos. No sorprende que, por
ejemplo, el namero 7 aparezca en los rituales descritos en el Antiguo Testamento, p.ej.
Josué 6,4 “Siete sacerdotes iran delante del Arca tocando las siete trompetas...” y Levitico
4,6 “... y habiendo mojado el dedo en la sangre rociara con ella siete veces hacia el velo del
santuario”. Segun la tradicion hebrea (Génesis) Dios necesitd seis dias para la creacion y
descanso el séptimo.

Para los antiguos habia 7 cuerpos celestes: Saturno, Jupiter, Marte, Venus, Mercurio, Sol y
Luna. Lo que explica que haya 7 dias en la semana. También eran conocidos 7 metales:
oro, plata, estafio, cobre, mercurio, plomo, hierro.

El siete representa al micro y macro cosmos, expresa la relacion entre Dios y el hombre

(3+4). El universo fue creado en 7 dias, hay 7 pecados capitales, las etapas de iniciacion
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son multiplos de 7, a los 7 afios es la edad de la razon, los 14 es la adolescencia, los 21 la
adultez. Entre los griegos el 7 estaba consagrado a Apolo, dios de la fertilidad. Entre los
babilonios a Ishtar, diosa, también de la fertilidad.

8 NuUmeros lineales

Los ntimeros lineales son los nimeros figurados mas sencillos. Su arreglo geométrico es
una linea:

[ o0 000 0000
1 2 3 4
Los antiguos griegos ya sabian que la suma de los nimeros lineales puede obtenerse a partir

del siguiente rectangulo:

2> n=n(l+n) Ec.1
1

9  Numeros triangulares
Los ntimeros figurados mas simples, los triangulares, forman la sucesion:

,é&w%u@x
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Al usar monedas o fichas pueden acomodarse en arreglos compactos:

.a.:b..%.a%’:.

Mas adelante veremos que habra necesidad de reconsiderar tal arreglo con los niumeros
pentagonales.

Notese, por otro lado, que los nimeros triangulares se obtienen de las secuencias:

T1:1

T,=1+2=3
T3=1+2+3=6
T~=1+2+3+4=10

9.1 Ejercicios para el maestro:

1.

i A

9.

Encuentra el numero de fichas (F) necesario para armar cada uno de los 7 primeros
numeros triangulares.

(Qué relacion hay entre F para cada sucesivo nimero triangular?;Hay operaciones
aritméticas que permitan calcular F para el octavo numero triangular, para el
noveno, para el décimo...?

Repite para los numeros cuadrados.

Define con tus propias palabras el *gnomon.

Muestra que todo numero oblongo es el doble de un nimero triangular.

Muestra que la suma de pares sucesivos genera un numero oblongo.

Todo nimero oblongo puede dividirse en dos numeros triangulares iguales.

Si al cuadrado de un niimero impar se resta una unidad, el resultado se puede dividir
entre cuatro. Si éstos son numeros oblongos, el resultado de la resta es divisible
entre 8.

La suma de los primeros n impares es el N-ésimo cuadrado.

10. ;Puede obtenerse un numero triangular con la suma de los n primeros enteros?

Las especulaciones sobre los nimeros y las proporciones los condujeron a la intuicion de la
*armonia del *cosmos; no sorprende que sostuvieran que la distancia entre los cuerpos
celestes correspondan a intervalos musicales y que los nimeros fueran una especie de
materia cosmica a manera de “atomos” esenciales de la naturaleza.

Un arreglo geométrico con nimeros triangulares permite hallar la suma de la sucesion.
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6 15
3 10
6

1

3
1 . 10 15
1 3

En este caso el area del rectangulo es igual al triple de la suma de los primeros 5 nimeros

triangulares.
A=(1+2+3+4+5(5+2)

=(5+2)><in|_
1

=(n+2)xin|_
1

5
=3xy ng Ec2
1

10 Ndmeros cuadrados
En forma semejante se pueden formar numeros cuadrados:

¢ oo

1 4 9 16

Sin embargo, la formacion de los nimeros pentagonales obliga a romper la caracteristica de
arreglo compacto; seguir so6lo la intuicion estética a su nivel sensorial, llevard a las
inconsistencias que mostraremos en el siguiente apartado. Esto es, el juicio estético
depende, obvio, de una experiencia sensorial pero también de la reflexion sobre la
complejidad de la experiencia y la posibilidad de establecer estructuras de mayor
inclusividad.

A semejanza de los numeros triangulares, los nimeros cuadrados también pueden
representarse de una forma compacta:
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4+ 4444

444 44444

° $s +4 2233 4444
4 9

1 16 25

Los nlimeros cuadrados cumplen con la secuencia

C]ZI

C=2X2=1+3=4
C5=3x3=1+3+5=9
C=4X4=1+3+5+7=16
Cs=5X5=1+3+5+7+9=25

Los pitagoricos notaron que la suma de sucesivos nones genera un cuadrado a partir del
gnomon. Esto es, 2°=1+3, 3*=1+3+5, 5%=143+5+7+9. Es muy probable que Pitdgoras haya
descubierto que a cualquier cuadrado de impar puede anadirse a algin cuadrado par para
producir jotro cuadrado! Esto es: 3*+4°=5 o bien 5°+12°=13. Noétese que en el primer caso
3%=4+5y, en el segundo: 5°=12+13.

10.1 Ejercicios para el maestro:
Los siguientes ejercicios implican numeros triangulares y cuadrados:

1.

2.

el

SN

Teorema de Plutarco: Tome cualquier nimero triangular, multipliquelo por 8,
sumele 1. El resultado es un nimero cuadrado.

Tome cualquier nimero oblongo, multipliquelo por cuatro y sumele 1. El resultado
es un nimero cuadrado.

Muestra que la suma de nimeros triangulares sucesivos es un nimero cuadrado.
Muestra que la suma de los 2 primeros triangulares es el cuadrado de 2.

Muestra que la suma de los 5 primeros triangulares es el cuadrado de 5.

Muestra que el cuadrado de un impar, al ser dividido entre 4 siempre deja de residuo
1.

Muestra que el cuadrado de un par es siempre par.

Muestra que el cuadrado de un impar es siempre impar.

Muestra que la suma de los n primeros nones es igual a n’.

Para hallar la suma de la sucesion de cuadrados, el siguiente diagrama es fundamental:
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15

10

1 32

12

La suma de los primeros 5 nimeros cuadrados y los 5 primeros numeros triangulares es
igual al area del rectangulo que, por otro lado es:
A=bxh
=(1+2+3+4+505+1)

5
=(5+D)x3n, Ec3
1

Notese que ya obtuvimos la expresion que permite hallar la suma de los n primeros
enteros, es decir, lineales.

Zn:nc :(n+l)zn:nL —Zn:nT
nn+D) (M+2)n(n+1)
2 3x2
_ n(n+1)(2n+1)
6

Sélo nos falta mostrar como aparece esta sucesion en el calculo del volumen de una
piramide de base cuadrada.

=(n+1)

Ec.4
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Puesto que la altura h de la piramide se ha dividido en 5 partes iguales, la altura de cada
bloque es h/5. El lado de cada bloque cuadrado se obtiene de considerar que el triangulo
de la derecha tiene una base dividida también en partes iguales.

El volumen de la pirdmide serd aproximadamente igual a la suma de los volimenes de los
cuatro bloques, esto es:

EERE e
s GESECEGEG

2

=%(12 +27 432 442 +52)

5

Notese que | es el area de la base y que, mientras mayor sea el nimero de bloques, mas

cerca estaremos del volumen de la piramide. En la siguiente expresion n indica el nimero
de segmentos en que se ha dividido la altura de la piramide

hl*

V= (142243 432 452+ +n)
n

Podemos ahora sustituir en la ecuacién del volumen de la piramide quedando, después de
algunas simplificaciones algebraicas:
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v= b2 2 L) o
6 n n

Como ya mencionamos, cuanto mayor sea el nimero de segmentos en que dividimos la
altura de la piramide, mas cercana serd la ecuacion 5 al volumen de la piramide. Y al
aumentar N veremos que las dos fracciones dentro del paréntesis de la ec. 5 se acercan cada
Vez mas a cero.

Con ello, la ec. 5 queda como:

=lal2 Ec.6

Si se trata de un cono, el area de la base, a, sera 7 r”. Tendremos un cono cuyo volumen
1
es: V= 37 r |

Los antiguos griegos determinaron la superficie de una esfera igual a 47r’ y la
visualizaron como un cono cuyo vértice apunta hacia el centro. En otras palabras, vieron a
la esfera como un cono cuya base es la superficie de la esfera y cuyo vértice (del cono)
coincide con el centro de la esfera. En este caso la altura del cono es r y el volumen de la
esfera es:

V=ﬂ72r3
3

No esta probado que los antiguos griegos hayan usado los numeros figurados para la
determinacion del volumen de la pirdmide, del cono y de la esfera, como aqui lo
presentamos. Pero... es muy posible.

El maestro hara las sustituciones algebraicas que llevan a la obtencion del volumen de una
pirdmide con 4 bloques. Podra argumentar a los alumnos que un aumento en el nimero de
bloques hace més exacto el calculo.

11 Nameros pentagonales

En este arreglo deben buscarse las regularidades geométricas mas alld de las primeras
impresiones. En efecto, los nimeros lineales, triangulares y cuadrados presentan una
simetria y un caracter compacto que lleva a pensar que los nimeros pentagonales son:
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®
15 15 30

Lo que obliga a preguntarse ante estos arreglos ;por qué solo se obtienen multiplos de 5?
iEn los nimeros cuadrados no se tienen so6lo multiplos de 2! jEn los triangulares tampoco
hay s6lo multiplos de 3!

Hay, ademas, otras irregularidades con este disefio de nimeros pentagonales donde cada
nimero “envuelve” con un pentagono al anterior. ;Por qué el segundo nimero pentagonal
no incluye al primero, igual a 1? Si asi fuera, el segundo pentagonal jseria 6!

Si aceptaramos esta ley de formacion de numeros figurados concluiriamos que el segundo
numero triangular no es 3 jsino 4! Por otro lado ;por qué obtener un pentagonal anadiendo
un pentagono externo a su predecesor? En los nimeros cuadrados, triangulares y lineales
ino se procedio asi! Es mads, si se intenta acomodar monedas de acuerdo al arreglo
compacto se notard que para 15 fichas es imposible hacer que se toquen las monedas del
pentagono exterior.

La conclusion es que debemos pensar en una nueva forma de acomodo de las piedrecitas
para la generacion de los niimeros pentagonales. Ello se logrard con el concepto de
gnomon.

12 Elgnomon

Las siguientes figuras muestran graficamente el concepto del gnomon:

PY o0 o0 0 ‘XX

e e AEA
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El gnomon para los segundos nimeros figurados estd formado por 1, 2, 3 fichas.
El gnomon para los terceros nimeros figurados incluye 1, 3, 5 fichas.
El gnomon para los cuartos numeros figurados implica 1, 4, 7 fichas.

Por otro lado, la formacion de los sucesivos nimeros triangulares resulta del arreglo de
fichas en un linea (la sombreada en gris). Para formar los sucesivos niumeros cuadrados, las
fichas estan acomodadas en una escuadra (dos segmentos, sombra gris). Notese que el
gnomon para los nimeros cuadrados es siempre non; ello permite entender por qué la suma
de los n primeros nones produce n’.

(Serd disparatado pensar que los numeros pentagonales implican un gnomon de tres
segmentos? Las siguientes figuras fueron obtenidas con un gnomon de tres segmentos:

o EE

Podréd notarse que el gnomon estd constituido por 4, 7 y 10 fichas. Para verificar esta
propuesta de construccion de los numeros pentagonales debemos buscar regularidades mas
alla de las primeras percepciones. Lo lograremos considerando la diferencia entre sucesivos
numeros figurados de la misma familia.

12.1 Primera diferencia

La diferencia entre el nimero de fichas empleadas para un nimero menos el total de fichas
empleada para el anterior (de la misma familia) es la primera diferencia.

Ejemplo de primera diferencia con nimeros lineales:

o o0 000 0000
1 2 3 4

la. dif. 1 1 1

Donde2-1=1;3-2=1;4-3=1
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12.2 Segunda diferencia

Resulta de la diferencia entre dos sucesivos nimeros que corresponden a la primera
diferencia en una misma familia de nimeros figurados. En el caso de los numeros lineales
es claro que la segunda diferencia es 0.

Ejemplo de segunda diferencia con numeros cuadrados:

oz 3

la. dif. 3 5

2a. dif. 2 2

Donde 5-3=2; 7-5=2

Reconsideremos la propuesta del gnomon para la construccion de la familia de los nimeros

pentagonales:
. O3 @ @
1 5 12 22

la. dif. 4 7 10

2a. dif. 3 3

Sobra decir que la tercera diferencia, para cualquier familia de nimeros figurados es cero.
Notese que en las familias de numeros figurados analizadas (lineales, triangulares,
cuadrados, pentagonales) la segunda diferencia es igual al nimero de segmentos de su
gnomon. Estas regularidades llevan a abandonar el arreglo compacto como una
caracteristica comun a los numeros figurados. De esta suerte los nimeros hexagonales
obedeceran la secuencia:

Lo

Donde podra verificarse que la segunda diferencia es 4.
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Los dos numeros heptagonales anteriores tienen el gnomon de 5 segmentos; estos
resultados se agrupan en la tabla de la seccion 13.

13 Relacion entre sucesivos nameros figurados y entre familias

Hasta ahora hemos encontrado niimeros lineales, triangulares, cuadrados, pentagonales. La
siguiente tabla resume la informacion obtenida.

A B C D E F G H | J
Lineales 1 2 3 4 5
la. diferencia 1 1 1 1 1
2a diferencia 0 0 0 0
Triangulares 1 3 6 10 15
la. diferencia 2 3 4 5 6
2a. diferencia 1 1 1 1
Cuadrados 1 4 9 16 25
la. diferencia 3 5 7 9 11
2a. diferencia 2 2 2 2
Pentagonales 1 5 12 22 35
la. diferencia 4 7 10 13 16
2a. diferencia 3 3 3 3
Hexagonales 1 6 15 28 45
la. diferencia 5 9 13 17 21
2a. diferencia 4 4 4 4
Heptagonales | 1 7 18 34 55
la. diferencia 6 11 16 21 26
2a.diferencia 5 5 5 5
Octagonales 1 8 21 40 65

Al acomodar los resultados en la tabla aparecen nuevas regularidades:

La columna C de negritas es una secuencia de nimeros lineales.

La columna E de negritas tiene como primera diferencia 3 donde T,=3.
La columna G de negritas tiene como primera diferencia 6 donde T;=6.
La columna I de negritas tiene como primera diferencia 10 donde T4=10.

13.1 Ejercicios para el maestro:
Usando las regularidades presentes en la tabla anterior:

120




1. Determine cudntas fichas se requieren para el sexto numero octagonal. Arme ese
numero figurado.

2. Determine cuantas fichas se requieren para el quinto numero nonagonal. Arme ese
numero figurado.

3. Determina cudntas fichas se requieren para el tercer nimero decagonal. Arme ese
numero figurado.

4.

14 El tridngulo de Pascal

La figura conocida como triangulo de Pascal es, en realidad, un arreglo ya conocido por los
antiguos persas. Hacia el afio 1100, Ibn Yahya al-Maghribi Al-Samawal, médico y
algebrista, ya habia desarrollado el teorema del binomio (atribuido a Newton). Al parecer,
en forma independiente, los antiguos chinos llegaron a este tridngulo, presentado a
continuacion:

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

La construccion del tridngulo de Pascal comienza en el vértice superior. Se escribe 1 en el
comienzo y final de cada renglén. La cantidad de nimeros en un renglén excede en 1 al
renglon anterior. La suma de los numeros vecinos de un rengléon genera al que va
intercalado en el renglon siguiente. Asi, el 2 del tercer rengldon resulta de la suma de 1 + 1
del renglon. Los niumeros 10 que aparecen en el sexto renglon resultande 4 + 6,y de 6 +4
del quinto renglon.

El tridngulo de Pascal también aparece en teoria de probabilidades; pero es interesante

anotar que incluye a algunas familias de numeros figurados. El siguiente diagrama muestra
las sucesiones de nimeros lineales y triangulares
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NuUmeros lineales . .
NuUmeros triangulares

84 126 126 84

Encuentre en el triangulo de Pascal una relacion para formar los niUmeros cuadrados.

15 Combinacion de familias de nimeros figurados

Hemos observado que a cada tipo de nimeros figurados corresponden nimeros particulares
y caracteristicos. jPuede expresarse cualquier numero en términos de numeros figurados
combinando sus familias? Este ha sido un problema que ha interesado a muchos
matematicos.

En 1638 Pierre de Fermat (1601-1665) afirmé que todo niimero es:

Triangular o la suma de un maximo de 3 triangulares.
Cuadrado o la suma de un méaximo de 4 cuadrados.
Pentagonal o la suma de un méaximo de 5 pentagonales.
Hexagonal o la suma de un maximo de 6 hexagonales.

bl e

Cualquier numero (natural, se entiende) puede escribirse como suma de un maximo de tres
numeros triangulares, como suma de un maximo de cuatro cuadrados, como suma de un
maximo de cinco pentagonales, etcétera.

En 1772, José Luis Lagrange (1736-1813) demostré la afirmacion de Fermat para
cuadrados y, en 1796 Carlos Federico Gauss (1777-1855) la demostré para nimeros

triangulares.

El enunciado general de Fermat fue demostrado en 1813 por Agustin Luis Cauchy (1789-
1857).
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15.1 Ejercicios para el maestro

Los siguientes ejercicios estan basados en las conjeturas de Fermat de los ntimeros
figurados:

Arme el nimero 25 (cuadrado) sin usar mas de cuatro nimeros cuadrados.
Arme el nimero 21 (triangular) sin usar mas de tres numeros triangulares.
Arme el namero 35 (pentagonal) sin usar mas de 5 nimeros pentagonales.
Arme el nimero 25 sin usar mas de 5 nimeros pentagonales.

Arme el namero 25 sin usar mas de 3 nimeros triangulares.

Arme el nimero 25 sin usar mas de 4 nimeros cuadrados.

Arme el nimero 21 sin usar mas de 5 nimeros pentagonales

Arme el nimero 21 sin usar mas de 4 nimeros cuadrados.

Arme el nimero 21 sin usar mas de 3 nimeros triangulares.

e A A

16 Conclusiones y recomendaciones didacticas

El desarrollo del pensamiento no se produce en forma automadtica por recepcion de
contenidos o instrucciones. Resulta, mas bien, del trabajo del sujeto por construir nuevas
estructuras y significados. En ese trabajo la experiencia del sujeto, sus actividades manuales
y mentales son primordiales. Ello significa tanteos y errores y, sobre todo que no todos los
errores son inutiles y perjudiciales. Algunos son pasos indispensables para el aprendizaje,
¢éstos son los que el maestro debe valorar y aprovechar.

Una vez que el maestro ha resuelto los ejercicios encontrard que es relativamente facil
adaptarlos a los estudiantes.

Por otro lado, en la historia de la ciencia hay un fendmeno frecuente: la incapacidad de
anticipar la utilidad de algunos conceptos e instrumentos. Cuando Michel Faraday inventd
su primer motor eléctrico fue cuestionado acremente “;Para qué sirve?”. Faraday solo
argument6 “;Para qué sirve un bebé?”’

Los numeros figurados que hemos expuesto comenzaron, si, como un divertimento
intelectual, pero hoy esta claro su poder para obtener los volimenes de una pirdmide, cono
y esfera.

Depende del maestro el poder extraer también su potencial didactico.

17 Anotaciones etimoldgicas

Armonia del griego harmonia “concordancia, unién proporcionada”

Cosmos del griego kosmos “orden, belleza”. Del mismo origen: cosmético.

Dividir del latin dividere “partir, separar en grupos”. Del mismo origen: viuda.

Par es de origen latino, significa “igual, semejante”. Del mismo origen: pareja, comparar,
parejo.

Non proviene del espafiol antiguo “non par”.

Figura significa “forma”. Aparece también en: efigie, figurar, ficticio.

Cuadrado significa “cosa de cuatro lados”, del latin vulgar quattro. Del mismo origen:
cartabon, cuaderno, cuadripedo, escuadra.
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Célculo proviene de calx piedra y el sufijo cullum que significa “pequeno”. El sufijo
aparece en: monticulo (pequefio monte), particula (pequefia parte), corpusculo (pequeio
cuerpo), vesicula (pequeno vaso). Etimologicamente, calculo, es “piedrecita”.

Cociente resulta del latin quotiens “cuantas veces”.

Gnomon proviene del griego gnomon “intérprete”. Se usaba el término lo mismo para la
aguja de un reloj de sol que para una escuadra de carpintero. En geometria representaba a la
region de un paralelogramo resultante de la eliminacidon de un paralelogramo semejante en
una esquina. En la siguiente figura ABCDEF es el gnomon del paralelogramo AFEG.

B C
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